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Задание для выполнения курсового проекта 
1. Описать содержание, цели и задачи теории планирования эксперимента.
2. Дать характеристику основных этапов планирования эксперимента.

3. Выполнить расчеты с использованием статистических данных: 
а)  расчет точечных оценок для анализа измерений, характеризующих дефекты рельсовой поверхности катания; 
б) расчет доверительного интервала для оценки математического ожидания нормального распределения; 
в) расчет для проверки статистической гипотезы о показательном распределении времени о бесперебойной работы элементов приборов вагона-путеизмерителя с помощью критерия «хи квадрат»; 

г) расчет по обработке результатов испытаний методом однофакторного дисперсионного анализа с помощью критерия Фишера–Снедекора.

                     Задание для расчетной части 

(вариант №1 – образец оформления; необходимо здесь указать задания своего варианта):
а) Дано статистическое распределение выборки, где xi  – результаты измерений, характеризующие дефекты рельсовой поверхности катания,            ni – частоты. Найти: а) выбо​рочную среднюю; б) выборочную дисперсию; в) выборочное среднее квад​ратическое отклонение. 
	xi 
	12
	13
	15
	16
	18
	19
	21
	22

	ni 
	2
	3
	5
	10
	22
	30
	18
	10


б) Найти доверительные интервалы для оценки математического ожидания a нормального распределения с надежностью 0,95, зная выборочную среднюю 
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, объем выборки n и среднее квадратическое отклонение (. 
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 = 75,17, 
n = 36, 
( = 5. 

в)  В результате испытания n  элементов  одного из приборов  на дли​тельность бесперебойной работы получено эмпирическое распределение, приведенное в таблице (в первом столбце указаны ин​тервалы времени в месяцах, во втором столбце – частоты, т.е. количество элементов, проработавших время в пре​делах соответствую​щего интервала). Требуется при уровне значимости 0,05, проверить гипотезу о том, что время работы элементов распределено по показательному закону.
  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	105

	1 – 2
	80

	2 – 3
	55

	3 – 4
	34

	4 – 5
	17

	5 – 6
	9

	
	n = 300


г)  Произведено по четыре испытания на каждом из трех уровней фактора F. Методом однофакторного дисперсионного анализа при уровне значимости ( проверить гипотезу о равенстве групповых средних. Предполагается, что выборки извлечены из нормальных совокупнос​тей с одинаковыми дисперсиями. Результаты испытаний приведены в таб​лице. 
( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	33 

35 

36 

38 
	32 

37 

38 

39 
	22 

28 

30 

32 
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        1. Введение 
Инновационное развитие железнодорожной отрасли, необходимость расширения поли​гонов ускоренного и скоро​стного движения, создания сети высокоскоростного пас​сажирского сообщения тре​буют совершенствования ин​фраструктуры, обеспечения ее соответствия требованиям времени. Добиться этого предстоит при ограниченном финансировании за счет ис​пользования различных меха​низмов оптимизации, в том числе рационального содер​жания на основе фактическо​го состояния объектов инфраструктуры.
Безопасностью пассажиров и сохранность перевозимых на железнодорожном транспорте грузов определяется состояние железнодорожных путей. Оценка состояния железнодорожных путей осуществляется, прежде всего, на основании результатов измерений, регулярно проводящихся             вагонами-путеизмерителями. Важной задачей является математический анализ этих данных с целью выявления факторов, влияющих на возникновение и развитие дефектов железнодорожных путей. К эффективным методам относятся методы теории планирования эксперимента. 

Методы математического моделирования и теории планирования эксперимента позволяют строить математические модели и применять различные виды эксперимента, которые направлены на эффективную оценку функционирования систем железнодорожного транспорта, в частности,  на оценку  состояния железнодорожного пути, на основе которой выполняется планирование ремонта и реконструкции пути. 
В настоящем курсовом проекте с помощью методов теории планирования эксперимента на основе статистических данных выполнены следую​щие расчеты: 

а) расчет точечных оценок (выборочных средних, выборочных дисперсий, выборочного среднего квадратического отклонения) для анализа измерений, характеризующих дефекты рельсовой поверхности катания; 
б) расчет доверительного интервала для оценки математического ожидания нормального распределения с учетом точности и надежности оценок; 
в) расчет для проверки статистической гипотезы о показательном распределении времени о бесперебойной работы элементов приборов вагона-путеизмерителя с применением критерия «хи квадрат»; 

г) расчет по обработке результатов испытаний методом однофакторного дисперсионного анализа с применением критерия Фишера–Снедекора.

Для выполнения курсового проекта использованы подходы и методы, изложенные в работах [1–17].
2. Содержание, цель и задачи теории планирования эксперимента 
Планирование эксперимента подразумевает комплекс мероприятий, направленных на эффективную постановку опытов. Основная цель планирования эксперимента – достижение максимальной точности измерений при минимальном количестве проведенных опытов и сохранении статистической достоверности результатов.

Планирование эксперимента применяется при поиске оптимальных условий, построении интерполяционных формул, выборе значимых факторов, оценке и уточнении констант теоретических моделей и др.

Планирование эксперимента возникло в 50-х годах XX века из потребности устранить или хотя бы уменьшить систематические ошибки в сельскохозяйственных исследованиях путем рандомизации условий проведения эксперимента. Процедура планирования оказалась направленной не только на уменьшение дисперсии оцениваемых параметров, но также и на рандомизацию относительно сопутствующих, спонтанно изменяющихся и неконтролируемых переменных. В результате удалось избавиться от смещения в оценках. В дальнейшем методы планирования эксперимента нашли широкое применение в различных областях науки и техники.
В развитие теории планирования эксперимента внесли вклад. Р. Фишер, Р. Рао, А. Кишен, Х. Манн, Дж. Бокс, К. Уилсон, П. Юл,        А.Н. Колмогоров, Н. П. Клепиков, С. Н. Соколов, В. В. Федоров,                 Г. Шеффе,  В. В. Налимов, Ю. П. Адлер, Ю. В. Грановский, Е. В. Маркова, В. Б. Тихомиров и другие отечественные и зарубежные ученые.
На железнодорожном транспорте методы планирования эксперимента применяются, например, для оценки состояния железнодорожного пути.               В частности,  по результатам наблюдений вагона-путеизмерителя рассматривают  такие показатели, как сужение, уширение, перекос, просадка, рихтовка. Состояние пути оценивается  по статистическому анализу количества отступлений относительно нормативных значений содержания рельсовой колеи (2, 3, 4 степени отступлений).  В области электрификации и электроснабжения  на железнодорожном транспорте разработана методика планирования эксперимента при внедрении АСКУЭ на сети дорог ОАО «РЖД», обосновано использование многоуровневых планов для прогнозирования показателей качества электрической энергии расхода электроэнергии на тягу поездов и ее потерь в системе тягового электроснабжения.

Методы планирования эксперимента на железнодорожном транспорте применяются для обработки и анализа статистических данных различных типов. Железнодорожная статистика, представляющая собой область практической деятельности по сбору, обработке и анализу статистической информации о работе железных дорог, является разделом статистической науки, в котором исследуются массовые явления на железнодорожном транспорте. Она вбирает в себя совокупные статистические данные, характеризующие деятельность транспорта и отдельные его стороны. Железнодорожная статистика, как необходимый элемент управления железнодорожным  транспортом, в разных странах имеет различную степень развития и в части систем используемых показателей, и в части организаци​онных форм. В этом отражается уровень обобществления  железнодорож​ного транспорта, уровень планирования и нормирования его работы и дру​гие особенности экономического и социального строя.

Центральной категорией железнодорожной статистики является такая система показателей, как совокупность взаимосвязанных показателей и их подсистем, отражающих как общие стороны деятельности железнодорожного транспорта, так и специфические черты и свойства, характерные для его хозяйств. Состав показателей в системе и их логическая взаимосвязь определяются качественным содержанием характеризуемых явлений. При изучении и анализе явлений на основе системы показателей установленные между ними связи описываются в виде математических формул, представляющих собой аналитическую факторную модель изучаемого явления. Опираясь на систему показателей, статистика изучает закономерности количественных изменений явлений на железнодорожном транспорте в результате общественного развития и целенаправленной деятельности людей, а также под влиянием технических, технологических и природно-климатических факторов.

Качественное разнообразие явлений на  железнодорожном                      транспорте обусловило выделение относительно самостоятельных разделов статистики: статистика перевозок; эксплуатационная статистика; статистика технической вооруженности; статистика труда; статистика материальных ресурсов; статистика себестоимости перевозок; финансовая статистика; статистика эффективности работы железнодорожного транспорта как элемента национальной экономики.  Автоматизированная система железнодорожной статистики  является  многоуровневой автоматизированой системой сбора, хранения  и обработки информации с целью всесторонней характеристики массовых явлений на железнодорожном транспорте на основе высокоразвитой системы статистических показателей.
Важным моментом для применения статистических методов теории планирования эксперимента является корректность формирования выборок. На железнодорожном транспорте сложность формирования выборок для последующего статистического анализа состояния железнодорожного пути заключается в том, что различные факторы, влияющие на развитие дефектов, могут быть взаимно зависимы. Для того, чтобы корректно исследовать влияние каждого из факторов на появление того  или иного дефекта пути, необходимо зафиксировать все остальные факторы и рассмотреть различные комбинации анализируемого фактора и дефектов путей, то есть пары (
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Основными дефектами железнодорожных путей являются: сужения  
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. Измерение этих дефектов осуществляется вагоном-путеизмерителем.

Основными факторами, влияющими на появление дефектов железнодорожных путей, являются: тип скрепления F1 – деревянные, железобетонные или анкерные шпалы, грузонапряженность Е2, план линии F3, продольный профиль пути F4, пропущенный тоннаж F5, установленная скорость движе​ния F6.
Для исследования зависимости той или иной  неисправности пути от некоторого фактора, например, плана пути, необходимо формировать выборку таким образом, чтобы все влияние остальных факторов неисправностей (продольный профиль, установленная скорость,  пропущенный тоннаж, тип скрепления, вес поезда, количество поездов в сутки) было по возможности одинаковым. При этом формировать выборку следует так, чтобы ее объем был максимально возможным. Несмотря на значительное число измерений, выполненных на разных участках дороги вагоном-путеизмери​телем, могут возникать трудности при выполнении  одновременно обоих требований.

Для решения задачи формирования репрезептативных выборок можно используются два подхода: на основе  нахождения (‑окрестности среднего значения факторов на участке пути и на основез построения гистограммы частот выборочных данных. Алгоритм формирования выборки на основе определения (‑окрест​ности среднего количества значений факторов на участке пути состоит из нескольких этапов: 

1. Выбирается N участков пути. Каждый из участков состоит из п километров, для которых выполнены измерения параметров пути вагоном-путеизмерителем и имеются данные о факторах, влияющих на появления и развитие дефектов пути; 

2. Для k‑ого участка пути (k = 1, …, N) определяется среднее значения анализируемого фактора 
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  – выборочные значения случайной величины 
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– общее число значений  j-ого фактора на i-м километре выбранного участками пути, 
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;  n – объем выработки, равный числу километров на рассматриваемом участке; 

3. Строится (‑окрестность полученного значения. При условии, что величина dk исследуемого дефекта известна, для k-го участка рассматри​вается пара выборочных значений 
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 – выборка соответствующего дефекта железнодорожного пути  
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. Поскольку рассматривается N участков, то выборка имеет объем N.
В качестве критерия допустимого отклонения ( от среднего значения выбирается значение 5–10 %, удовлетворяющее допустимым для практики погрешностям.

Алгоритм формирования выборки на основе построения гистограммы частот состоит из следующих этапов: 1) определяется размах выборки, равный разности максимального и минимального значения исследуемого фактора; 2) находится длина интервала; 3) подсчитываются частоты, попавшие в интервал; 4) определяется максимальная частота; 5) выборка формируется из элементов исследуемого фактора, попавшего в интервал, соответствующий максимальной частоте; 6) при условии, что величина исследуемого дефекта известна, получаем пару выборочных значений, для конкретного участка. Данный подход к формированию выборок позволяет по максимуму гистограммы определить наиболее часто встречающиеся значения фактора, а значит и обеспечить наибольший объем выработки в случае, когда фиксированные значения близки.

На основании репрезентативных выборок в соответствии с описанными алгоритмами можно формировать статистические данные о состоянии железнодорожных путей. Данные предназначены для обработки информации о параметрах железнодорожных путей, получаемой вагонами-путеизмерителями и ее конвертации в базу данных. Указанная база данных должна содержать результаты измерений, характеризующих состояние железнодорожных путей, а также информацию о факторах, которые влияют на появление и развитие дефектов железнодорожных путей. Важно сформировать выборки для каждого из дефектов (сужение, уширение, уровень, перекос, просадка, рихтовка) в зависимости от каждого из факторов (план пути, продольный профиль пути, установленная скорость, пропущенный тоннаж, тип скреплений) за определенный период времени, при этом фиксировать направление и номер пути.

3. Этапы планирования эксперимента 
Методы планирования эксперимента позволяют минимизировать число необходимых испытаний, установить рациональный порядок и условия проведения исследований в зависимости от их вида и требуемой точности результатов. Если же по каким-либо причинам число испытаний уже ограничено, то методы дают оценку точности, с которой в этом случае будут получены результаты. Методы учитывают случайный характер рассеяния свойств испытываемых объектов и характеристик используемого оборудования. Они базируются на методах теории вероятности и математической статистики.

Планирование эксперимента включает ряд этапов.

1. Установление цели эксперимента (определение характеристик, свойств и т. п.) и его вида (определительные, контрольные, сравнительные, исследовательские).

2. Уточнение условий проведения эксперимента (имеющееся или доступное оборудование, сроки работ, финансовые ресурсы, численность и кадровый состав работников и т. п.). Выбор вида испытаний (нормальные, ускоренные, сокращенные в условиях лаборатории, на стенде, полигонные, натурные или эксплуатационные).

3. Выявление и выбор входных и выходных параметров на основе сбора и анализа предварительной (априорной) информации. Входные параметры (факторы) могут быть детерминированными, то есть регистрируемыми и управляемыми (зависимыми от наблюдателя), и случайными, то есть регистрируемыми, но неуправляемыми. Наряду с ними на состояние исследуемого объекта могут оказывать влияние нерегистрируемые и неуправляемые параметры, которые вносят систематическую или случайную погрешность в результаты измерений.  К таким параметрам относятся ошибки измерительного оборудования, изменение свойств исследуемого объекта в период эксперимента, например, из-за старения материала или его износа, воздействие персонала и т. д.

4. Установление потребной точности результатов измерений (выходных параметров), области возможного изменения входных параметров, уточнение видов воздействий. Выбирается вид образцов или исследуемых объектов, учитывая степень их соответствия реальному изделию по состоянию, устройству, форме, размерам и другим характеристикам.
На назначение степени точности влияют условия изготовления и эксплуатации объекта, при создании которого будут использоваться эти экспериментальные данные. Условия изготовления, то есть возможности производства, ограничивают наивысшую реально достижимую точность. Условия эксплуатации, то есть условия обеспечения нормальной работы объекта, определяют минимальные требования к точности. Точность экспериментальных данных также существенно зависит от объёма (числа) испытаний — чем испытаний больше, тем (при тех же условиях) выше достоверность результатов. Для ряда случаев (при небольшом числе факторов и известном законе их распределения) можно заранее рассчитать минимально необходимое число испытаний, проведение которых позволит получить результаты с требуемой точностью.

5. Составление плана и проведение эксперимента — количество и порядок испытаний, способ сбора, хранения и документирования данных. Порядок проведения испытаний важен, если входные параметры (факторы) при исследовании одного и того же объекта в течение одного опыта принимают разные значения. Например, при испытании на усталость при ступенчатом изменении уровня нагрузки предел выносливости зависит от последовательности нагружения, так как по-разному идет накопление повреждений, и, следовательно, будет разная величина предела выносливости. В ряде случаев, когда систематически действующие параметры сложно учесть и проконтролировать, их преобразуют в случайные, специально предусматривая случайный порядок проведения испытаний (рандомизация эксперимента). Это позволяет применять к анализу результатов методы математической теории статистики.Порядок испытаний также важен в процессе поисковых исследований:             в зависимости от выбранной последовательности действий при экспериментальном поиске оптимального соотношения параметров объекта или какого-то процесса может потребоваться больше или меньше опытов. Эти экспериментальные задачи подобны математическим задачам численного поиска оптимальных решений. Наиболее хорошо разработаны методы одномерного поиска (однофакторные однокритериальные задачи), такие как метод Фибоначчи, метод золотого сечения.

6. Статистическая обработка результатов эксперимента, построение математической модели поведения исследуемых характеристик. Необходимость обработки вызвана тем, что выборочный анализ отдельных данных, вне связи с остальными результатами, или же некорректная их обработка могут не только снизить ценность практических рекомендаций, но и привести к ошибочным выводам. Обработка результатов включает:

         –   определение доверительного интервала среднего значения и дисперсии (или среднего квадратичного отклонения) величин выходных параметров (экспериментальных данных) для заданной статистической надежности;

           –   проверка на отсутствие ошибочных значений (выбросов), с целью исключения сомнительных результатов из дальнейшего анализа. Проводится на соответствие одному из специальных критериев, выбор которого зависит от закона распределения случайной величины и вида выброса;

             – проверка соответствия опытных данных ранее априорно введенному закону распределения. В зависимости от этого подтверждаются выбранный план эксперимента и методы обработки результатов, уточняется выбор математической модели.

Построение математической модели выполняется в случаях, когда должны быть получены количественные характеристики взаимосвязанных входных и выходных исследуемых параметров. Это — задачи аппроксимации, то есть выбора математической зависимости, наилучшим образом соответствующей экспериментальным данным. Для этих целей применяют регрессионные модели, которые основаны на разложении искомой функции в ряд с удержанием одного (линейная зависимость, линия регрессии) или нескольких (нелинейные зависимости) членов разложения (ряды Фурье, Тейлора). Одним из методов подбора линии регрессии является широко распространенный метод наименьших квадратов.

Для оценки степени взаимосвязанности факторов или выходных параметров проводят корреляционный анализ результатов испытаний. В качестве меры взаимосвязанности используют коэффициент корреляции: для независимых или нелинейно зависимых случайных величин он равен или близок к нулю, а его близость к единице свидетельствует о полной взаимосвязанности величин и наличии между ними линейной зависимости.
При обработке или использовании экспериментальных данных, представленных в табличном виде, возникает потребность получения промежуточных значений. Для этого применяют методы линейной и нелинейной (полиноминальной) интерполяции (определение промежуточных значений) и экстраполяции (определение значений, лежащих вне интервала изменения данных).

7. Анализ полученных результатов  и формулирование рекомендаций по их использованию, уточнению методики проведения эксперимента. Снижение трудоемкости и сокращение сроков испытаний достигается применением автоматизированных экспериментальных комплексов. Такой комплекс включает испытательные стенды с автоматизированной установкой режимов (позволяет имитировать реальные режимы работы), автоматически обрабатывает результаты, ведет статистический анализ и документирует исследования. Но велика и ответственность инженера в этих исследованиях: четкое поставленные цели испытаний и правильно принятое решение позволяют точно найти слабое место изделия, сократить затраты на доводку и итерационность процесса проектирования.

4. Статистические методы обработки результатов эксперимента 
4.1. Статистическое распределение выборки. Установление закономерностей, которым подчи​нены массовые случайные явления, основано на изучении методами теории вероятностей статистических данных – результатов наблюдений.
Первая задача математической статистики – указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или в результате специально поставленных экспериментов.

Вторая задача математической статистики – разрабо​тать методы ана​лиза статистических данных в зависи​мости от целей исследования: 

а) оценка неизвестной вероятности события; оценка неизвестной функции распределения; оценка параметров распределения, вид которого известен; оценка зависи​мости случайной величины от одной или нескольких случайных величин и др.; 
б) проверка статистических гипотез о виде неизвест​ного распределения или о величине параметров распре​деления, вид которого известен.

Математическая статистика разрабатывает способы определения числа необходимых испытаний до начала исследования (планирование эксперимента), в ходе исследования (последовательный анализ) и решает многие другие задачи. Современную математическую статистику определяют как раздел области знаний о принятии решений в условиях неопределенности.

Пусть требуется изучить совокупность однород​ных объектов относительно некоторого качествен​ного или количественного признака, характе​ризующего эти объекты. Например, если имеется партия деталей, то качественным признаком может служить стандартность детали, а количественным – контролируе​мый размер детали.

Выборочной совокупностью или просто выборкой назы​вают совокупность случайно отобранных объектов.

Генеральной совокупностью называют совокупность объектов, из которых производится выборка.

Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют чис​ло объектов этой совокупности. Например, если из 1000 деталей отобра​но для обследования 100 деталей, то объем генеральной совокупности N = 1000, а объем выборки  n = 100.

При составлении выборки можно поступать двумя способами: после того, как объект отобран и над ним произведено наблюдение, он может быть возвращен либо не возвращен в генеральную совокупность. В со​ответствии со сказанным выборки подразделяют на повторные и беспо​вторные.

Повторной называют выборку, при которой отобран​ный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность.

Бесповторной называют выборку, при которой отобран​ный объект в генеральную совокупность не возвращается.

Если объем генеральной совокупности достаточно ве​лик, а выборка составляет лишь незначительную часть этой совокупности, то различие между повторной и бесповторной выборками стирается; в предельном случае, когда рассматривается бесконечная генеральная совокупность, а выборка имеет конечный объем, это различие исчезает.

На практике применяются различные способы отбора, которые можно разделить на два следующих вида. 

1. Отбор, не требующий расчленения генеральной со​вокупности на час​ти. Сюда относятся: а) простой слу​чайный бесповторный отбор; б) прос​той случайный по​вторный отбор.


2. Отбор, при котором генеральная совокупность раз​бивается на части. Сюда относятся: а) типический отбор; б) механический отбор; в) серийный отбор.

Простым случайным называют такой отбор, при ко​тором объекты извлекают по одному из всей генераль​ной совокупности.

Типическим называют отбор, при котором объекты отбираются не из всей генеральной совокупности, а из каждой ее «типической» части. Например, если детали изготовляют на нескольких автоматах, то отбор производят не из всей совокупности деталей, произведенных всеми автоматами, а из продукции каждого автомата в отдельности. Типическим отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак заметно колеблется в различных типических частях генеральной совокупности. Например, если про​дукция изготовляется на нескольких машинах, среди которых есть более и менее изношенные, то типи​ческий отбор целесообразен.

Механическим называют отбор, при котором генераль​ную совокупность «механически» делят на столько групп, сколько объектов должно войти в выборку, а из каждой группы отбирают один объект.

Серийным называют отбор, при котором объекты от​бирают из генеральной совокупности не по одному, а «сериями», которые подвергаются сплошному обследова​нию.

Часто применяется ком​бинированный отбор, при котором сочетаются указанные выше способы. Например, иногда разбивают генеральную совокупность на серии одинакового объема, затем простым случайным отбором выбирают несколько серий и, наконец, из каждой серии простым случайным отбором извлекают отдельные объекты.

Пусть из генеральной со​вокупности извлечена выборка, причем x1 наблюдалось n1 раз, x2 – n2 раз, xk – nk раз и 
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– объем выборки. Наблюдаемые значенияxiназывают вариантами, а последовательность вариант, записанных в возрастающем порядке, – вариа​ционным рядом. Числа наблюдений называют частотами, а их отношения к объему выборки ni /n = Wi– относи​тельными частотами.
Статистическим распределением выборки называют пе​речень вариант и соответствующих им частот или относи​тельных частот. Статистическое распределение можно за​дать также в виде последовательности интервалов и соответ​ствующих им частот (в качестве частоты, соответствующей интервалу, принимают сумму частот, попавших в этот интервал).

Заметим, что в теории вероятностей под распределением понимают соответствие между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, а в математи​ческой статистике – соответствие между наблюдаемыми вариантами и их частотами, или относительными частотами.

4.2. Точечные оценки параметров распределения. Статистической оценкой неизвестного параметра теоретического распределения называется функция от наблюдаемых случайных величин.
Будем использовать обозначения: ( (греческая буква «тэта») – неизвестный параметр; (* – его оценка; 
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 – возможные значения случайной величины (*.

К характеристикам статистических оценок относятся несмещенность, состоятельность и эффективность.

Несмещенной называется статистическая оценка, для которой M((*) = (, а смещенной – оценка, для которой M((*) ( (.

Состоятельная оценка – оценка, для которой D((*) наименьшая из всех возможных.

Эффективная оценка – оценка, для которой (* ( ( по вероятности при объеме выборки n ( (.

Статистические оценки подразделяются на точечные и интервальные. Точечные оценки характеризуются одним числом, а интервальные – двумя числами (концами интервала). Перейдем к изучению точечных оценок.

Рассмотрим дискретную генеральную совокупность относительно количественного признака X. Генеральной средней называется величина 
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, где N – объем генеральной совокупности, 
[image: image26.wmf]12

k

NNNN

++=

K

.

Пусть извлечена выборка объема n. Выборочной средней называется величина 
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, где n– объем выборки, xi – ва​рианты, ni – частоты.

Выборочная средняя является несмещенной оценкой генеральной средней.

Генеральной дисперсией называется величина 
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Выборочной дисперсией называется величина
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Для вычисле​ния Dв удобно пользоваться формулой: 
[image: image30.wmf]22
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Оценкой генеральной дисперсии служит выборочная дисперсия, причем эта оценка является смещенной, так как M(Dв) ( Dг .

Нетрудно видеть, что 
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Несмещенной оценкой генеральной дисперсии служит исправленная выборочная дисперсия 
[image: image32.wmf]2
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4.3. Интервальные оценки параметров распределения. При малом числе наблюдений точечные оценки могут приводить к ошиб​кам. Чтобы из​бежать этих ошибок, пользуются интервальными оценками. Интервальной называется оценка, которая определяется двумя числа​ми – концами интервала.
Интервальные оценки позволяют установить точность и надежность оценок.

Пусть 
[image: image33.wmf]*

q

 – оценка неизвестного параметра( распределения случайной величины. Будем считать, что (  – по​стоянное число. Оценка 
[image: image34.wmf]*
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тем точнее определяет параметр(, чем меньше величина 
[image: image35.wmf]*
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. То есть если( > 0 и 
[image: image36.wmf]*
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, то, чем меньше ( , тем оценка точнее. Чис​ло ( характеризует точность оценки.

Будем рассматривать вероятность, с которой осуществляется неравенство
[image: image37.wmf]*
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.

Надежностью (доверительной вероятностью) оценки ( по 
[image: image38.wmf]*

q

 назы​вает​ся вероятность ( , с которой выполняется неравенство
[image: image39.wmf]*
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Обычно надежность оценки задается наперед, причем ( берут близким к единице (наиболее часто надежность принимают равной 0,95; 0,99 и 0,999).

Пусть
[image: image40.wmf](
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. Послед​нее ра​вен​ство надо понимать так: вероятность того, что интервал 
[image: image42.wmf](
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 заключает в себе неизвестный параметр ( , равна ( .

Доверительным интервалом называется интервал
[image: image43.wmf](
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, кото​рый заключает в себе неизвестный параметр ( с заданной надежностью ( .

Отметим, что интервал
[image: image44.wmf](
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 имеет случайные концы – доверительные границы.

Построим доверительный интервал для оценки математического ожидания нормального распределения при известном среднем квадратическом отклонении. Пусть количественный признак X генеральной совокупности распределен нормально, причем ( известно. Требуется оценить неизвестный параметр a по выборочной средней 
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Рассмотрим 
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 как случайную величину
[image: image47.wmf]X

и выборочные значения при​знака
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Если случайная ве​личина X распределена нормально, то и выборочная средняя 
[image: image51.wmf]X

распределена нормально, причем 
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. Потребуем выполнение неравенства 
[image: image53.wmf](
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Известно, что для нормального распределения вероятность заданного отклонения 
[image: image54.wmf](
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, где ( – функция Лапласа.

Заменим X на  
[image: image55.wmf]X
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Из последнего равенства 
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Выборочную среднюю обозначим через 
[image: image62.wmf]x

. Получим 
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Это соотношение означает: с надежностью(можно утверждать, что до​​верительный интервал  
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 заключает в себе неизвестный параметр a нормального распределения. Точность оценки определяется ра​венством 
[image: image65.wmf]t
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4.4. Проверка статистических гипотез. Часто необходимо знать закон распределения генеральной совокупности. Ели закон распределения неизвестен, но имеются основания предположить, что он имеет определенный вид (вид А), то выдвигают гипотезу: «генеральная совокупность распределена по закону А». Таким образом, в этой гипотезе говорится о виде пред​по​лагаемого распределения.
Возможен случай, когда закон распределения известен, а его параметры неизвестны. Если есть основания предположить, что неизвестный параметр ( равен определенному значению ( 0, выдвигают гипотезу: ( = ( 0. Таким образом, в этой гипотезе речь идет о предполагаемой величине параметра известного распределения. Возможны и другие гипотезы.

Статистической гипотезой называется гипотеза о виде неизвестного распределения, или о параметрах известных распределений.

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Н0 .

Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу Н1, которая противоречит нулевой.

Например, Н0: a = 20, гдеa – математическое ожидание нормального рас​пределения, Н1: a ( 20.

Простой называют гипотезу, содержащую только одно предположение. Пример: Н0: ( = 5, где – параметр показательного распределения.

Сложной называют гипотезу, которая состоит из конечного или бес​конечного числа простых. Пример: Н: ( > 5состоит из бесконечного числа прос​​тых вида: Нi: ( = bi , где bi> 5.

Гипотеза Н0может быть правильной или неправильной, поэтому возникает необходимость ее проверки. Так как проверку производят статисти​ческими методами, ее называют статистической. В итоге статистической проверки могут быть допущены ошибки двух родов.

Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута правильная гипотеза.

Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята неправильная гипотеза.

Вероятность совершить ошибку первого рода обозначают через ( и называют уровнем значимости. Полагают (  = 0,05 или (  = 0,01.

Для проверки нулевой гипотезы используют специально подобранную случайную величину, точное или приближенное распределение которой известно. Обозначим ее через K.

Статистическим критерием называют случайную величину K, которая служит для проверки нулевой гипотезы. Критерий K– одномерная слу​чайная величина, ее возможные значения принадлежат интервалу.

Например, если проверяют ги​потезу о равенстве дисперсий двух нормальных генеральных совокупностей, то берут
[image: image66.wmf]2
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, где s1 иs2 – исправлен​ные выборочные дисперсии.

Для проверки гипотезы по данным выборок вычисляют частные значения входящих в критерий величин, и получают частное (наблюдаемое) зна​чение критерия.

Наблюдаемым значением Kнабл критерия Kназывают значение критерия, вычисленное по выборкам.

Критической областью называют совокупность значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.

Областью принятия гипотезы называют совокупность значений критерия, при которых гипотезу принимают.

Основной принцип проверки статистических гипотез состоит в следу​ю​щем: если Kнабл при​надлежит критической области, гипотезу отвергают, ес​ли Kнабл принадлежит области принятия гипотезы – гипотезу принимают.

Критическими точками kкр называют точки, отделяющие критическую область от области принятия гипотезы.

Для случая правосторонней критической области справедливы условия K > kкр; kкр > 0. Для отыскания правосторонней критической области достаточно найти критическую точку kкр . Задают уровень значимости ( .Требу​ют выполнение равенства P(K > kкр) = (. Для каждого критерия имеются таблицы, по которым и находят критическую точку, удовлетворяющую этому требованию.

Когда критическая точка найдена, вычисляют Kнабл . ЕслиKнабл > kкр, то нулевую гипотезу отвергают (данные наблюдений не согласуются с гипо​тезой). Если Kнабл < kкр, то нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу (данные наблюдений согласуются с гипотезой).

     Проверка гипотезы о предполагаемом законе неизвестного распределения производится при помощи специально подобранной случайной величины – критерия согласия.

Критерием согласия называют критерий проверки гипотезы о предполагаемом законе неизвестного распределения.

Будем рассматривать критерий согласия ( 2 Пирсона (критерий «хи квад​рат») для проверки гипотезы о нормальном распределении генеральной совокуп​ности.

Будем сравнивать эмпирические (наблюдаемые) и теоретические (вычисленные в предположении нормального распределения) частоты. Рас​хож​дение частот может быть незначимо или значимо.

Пусть по выборке объема n получено эмпирическое распределение с  рав​ноотстоящими вариантами 

	xi
	x1
	x2 
	... 
	xs 

	ni
	n1
	n2 
	... 
	ns 


При уровне значимости (  требуется проверить нулевую гипотезу: «генеральная совокупность распределена нормально».

В качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем случайную величину
[image: image67.wmf]2
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. Доказано, что при n ( ( закон распределения этой случайной величины стремится к закону распределения ( 2 с k сте​пенями свободы.

Если Xi  (i = 1, 2, ..., n) – нормальное распределение независимой случайной величины, причем M(Xi) = 0, ( (Xi) = 1, то
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распределена по за​кону ( 2 сk = n степенями свободы.

Проверка гипотезы о нормальном распределении генеральной сово​купности при уровне значимости ( состоит из следующих шагов.

Шаг 1. Вычислить теоретические частоты по формуле 
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где n – объем выборки (сумма всех частот),  h – разность между двумя соседними вариантами; (–выборочное среднее квадратичное отклонение,
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 –выборочная средняя,
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 (значения этой функции затабулированы).

Шаг 2. Вычислить величину 
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Где ni – эмпирические частоты, 
[image: image75.wmf]i
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 – теоретические частоты.

Шаг 3. Вычислить число степеней свободы k = s – 3, где s – число различных значенийxi . 

Шаг 4. По таблице приложения 2 найти по заданному уровню значимости ( и числу степеней свободы k критическую точку 
[image: image76.wmf]2
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c<c

, то нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу (данные наблюдений согласуются с гипотезой о нормальном распределении).

Если 
[image: image78.wmf]22
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, то нулевую гипотезу отвергают (данные наблюдений не согласуются с гипотезой о нормальном распределении).

      Рассмотрим вопрос о проверке гипотезы о показательном распределении генеральной совокупности. Пусть задано эмпирическое распределение непрерывной слу​чайной величины X в виде последовательности интервалов  xi – xi+1  и соот​вет​ствующих им частот ni , причем 
[image: image79.wmf]i
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 (объем выборки). Тре​буется, используя критерий Пирсона, проверить гипотезу о том, что случайная величина X имеет показательное распреде​ление.

Для того чтобы при уровне значимости ( проверить гипотезу о том, что непрерывная случайная величина распределена по показательному закону, необходимо осуществить следующие шаги. 
Шаг 1. Найти по заданному эмпирическому распределению выбороч​ную среднюю 
[image: image80.wmf]B
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. Для этого, приняв в качестве «представителя» i‑го интервала его середину
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, составляют последо​вательность равноотсто​я​​щих вариант и соответствующих им частот.

Шаг 2. Принять в качестве оценки параметра X показательного распределения величину, обратную выборочной средней: 

[image: image82.wmf]1
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Шаг 3. Найти вероятности попадания X в частичные интервалы 
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Шаг 4. Вычислить теоретические частоты: 

[image: image85.wmf]iii
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где 
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 – объем выборки.
Шаг 5. Сравнить эмпирические и теоретические частоты с помощью кри​терия Пирсона, приняв число степеней свободы k=s – 2, где s – чис​ло  первоначальных интервалов выборки; если же было произведено объединение малочисленных частот, следовательно, и самих интер​валов, то s – число ин​тервалов, оставшихся после объединения. По таблице приложения 2 найти по заданному уровню значимости ( и числу степеней свободы k критическую точку 
[image: image87.wmf]2
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, то нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу (данные наблюдений согласуются с гипотезой о показательном распределении).

При использовании критерия Пирсона число степеней свободы         k = s – l – r, где r – число параметров, оцениваемых по выборке. Показательное распределение определяется одним пара​метром X. Так как этот параметр оценивается по выборке, то r = 1 и, следовательно, число степеней свободы равно k = s – 1 – 1 =  s – 2.
4.5. Однофакторный дисперсионный анализ. Дисперсионный анализ применяют, чтобы установить, оказывает ли существенное влияние некоторый качественный фактор F, который имеет p уровней F1, F2, ..., Fp на изучаемую величину X.
Основная идея дисперсионного анализа состоит в сравнении «факторной дисперсии», порождаемой воздействием фактора, и «остаточной дисперсии», обусловленной случайными причинами. Если различие между этими дисперсиями значимо, то фактор оказывает существенное влияние на X; в этом случае средние наблюдаемых значений на каждом уровне (групповые средние) различаются также значимо.

Если же установлено, что фактор существенное влияет на X, а требуется выяснить, какой из уровней оказывает наибольшее воздействие, то дополнительно производят попарное сравнение средних.

Далее рассмотрим случай однофакторного анализа, когда на X воздействует один фактор, который имеет p постоянных уровней.

Пусть на количественный нормально распределенный признак X воздействует фактор F, который имеет p постоянных уровней F1, F2, ..., Fp . На каждом уровне произведено по q испытаний. Результаты наблюдений – числа (xi j , где i – номер) испытания (i = 1, 2, ..., q),  j – номер уровня фак​тора ( j = 1, 2, ..., p), – записывают в виде таблицы. 
	Номер 
испытания 
	Уровни фактора 

	i 
	F1 
	F2 
	... 
	Fp 

	1 

2 

... 

q 
	x11 

x21 

... 

xq1 
	x12 

x22 

... 

xq2 
	... 
... 

... 

... 
	x1 p 

x2 p 

... 

xq p 

	Групповая 
средняя 
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Ставится задача: на уровне значимости ( проверить нулевую гипотезу о равенстве групповых средних при допущении, что групповые генеральные дисперсии хотя и неизвестны, но одинаковы. Для решения этой задачи вводятся: общая сумма квадратов отклонений наблюдаемых значений признака от общей средней 
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факторная сумма квадратов отклонений групповых средних от общей средней (характеризует рассеяние «между группами») 
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остаточная сумма квадратов отклонений наблюдаемых значений группы от своей групповой средней (характеризует рассеяние «внутри групп») 
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Практически остаточную сумму находят по формуле 

Sост = Sобщ – Sфакт . 

Для вычисления общей и факторной сумм более удобны следующие формулы: 
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где 
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 – сумма квадратов наблюдаемых значений признака на уров​не Fj ; 
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 – сумма наблюдаемых значений признака на уровне Fj .
Если наблюдаемые значения признака – сравнительно большие числа, то для упрощения вычислений вычитают из каждого наблюдаемого значения одно и то же число C, примерно равное общей средней. Если уменьшенные значения  yi j = xi j – C, то 
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где 
[image: image102.wmf]2
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 – сумма квадратов уменьшенных значений признака на уровне Fj ; 
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q

jij

i

Ty

=

=

å

 – сумма уменьшенных значений признака на уровне  Fj .
Разделив уже вычисленные факторную и остаточную суммы на соответствующее число степеней свободы, находят факторную и остаточную дисперсии: 
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Наконец, сравнивают факторную и остаточную дисперсии по критерию Фишера–Снедекора.

Если Fнабл < Fкр – различие групповых средних незначимое.

Если Fнабл > Fкр – различие групповых средних значимое.

Замечание. Если факторная дисперсия окажется меньше остаточной, то уже отсюда непосредственно следует справедливость нулевой гипотезы о равенстве групповых средних, поэтому дальнейшие вычисления (сравнение дисперсий с помощью критерия F) излишни.

5. Расчетная часть 
     5.1. Расчет точечных оценок для анализа измерений, характери​зующих дефекты рельсовой поверхности катания. 

1–10. Дано статистическое распределение выборки, где xi  – результаты измерений, характеризующие дефекты рельсовой поверхности катания,            ni – частоты. Найти: а) выбо​рочную среднюю; б) выборочную дисперсию; в) выборочное среднее квад​ратическое отклонение. 

1.  
	xi 
	12
	13
	15
	16
	18
	19
	21
	22

	ni 
	2
	3
	5
	10
	22
	30
	18
	10


2.  
	xi
	3
	6
	9
	12
	15

	ni
	30
	15
	25
	20
	10


3.  
	xi
	120
	130
	140
	150
	160
	170
	180
	190

	ni
	10
	12
	20
	25
	15
	10
	5
	3


4.  
	xi
	1
	3
	5
	7
	9

	ni
	25
	20
	10
	30
	15


5.  
	xi
	2
	4
	6
	8
	10

	ni
	10
	20
	25
	15
	30


6.  
	xi
	13
	18
	23
	28
	33
	38
	43
	48

	ni
	12
	14
	18
	25
	14
	6
	7
	4


7.  
	xi 
	1 
	3 
	5 
	7 
	9 

	ni 
	25 
	20 
	10 
	30 
	15 


8.  
	xi
	4
	6
	8
	10
	12

	ni
	20
	10
	25
	30
	15


9.  
	xi
	5
	7
	9
	11
	13
	15

	ni
	30
	20
	20
	15
	10
	5


10.  
	xi
	3
	7
	11
	15
	19
	23

	ni
	25
	15
	30
	20
	5
	5


5.2. Нахождение доверительных интервалов для оценки математического ожидания нормального распределения. 
11–20. Найти доверительные интервалы для оценки математического ожидания a нормального распределения с надежностью 0,95, зная выборочную среднюю 
[image: image105.wmf]x

, объем выборки n и среднее квадратическое отклонение (. 
11. 
[image: image106.wmf]x

 = 75,17, 
n = 36, 
( = 5. 

12. 
[image: image107.wmf]x

 = 75,16, 
n = 49, 
( = 7. 

13. 
[image: image108.wmf]x

 = 75,15, 
n = 64, 
( = 8. 

14. 
[image: image109.wmf]x

 = 75,14, 
n = 81, 
( = 9. 

15. 
[image: image110.wmf]x

 = 75,13, 
n = 100, 
( = 10. 

16. 
[image: image111.wmf]x

 = 75,12, 
n = 121, 
( = 11. 

17. 
[image: image112.wmf]x

 = 75,11, 
n = 144, 
( = 12. 

18. 
[image: image113.wmf]x

 = 75,10, 
n = 169, 
( = 13. 

19. 
[image: image114.wmf]x

 = 75,09, 
n = 196, 
( = 14. 

20. 
[image: image115.wmf]x

 = 75,08, 
n = 225, 
( = 15. 

5.3. Проверка статистической гипотезы о показательном распределении времени бесперебойной работы элементов приборов вагона-путеизмерителя. 
21–30. В результате испытания n  элементов  одного из приборов, используемого в вагоне-путеизмерителе, на дли​тельность бесперебойной работы получено эмпирическое распределение, приведенное в таблице (в первом столбце указаны ин​тервалы времени в месяцах, во втором столбце – частоты, т.е. количество элементов, проработавших время в пре​делах соответствую​щего интервала). Требуется при уровне значимости 0,05, проверить гипотезу о том, что время работы элементов распределено по показательному закону.
21.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	105

	1 – 2
	80

	2 – 3
	55

	3 – 4
	34

	4 – 5
	17

	5 – 6
	9

	
	n = 300


22.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	90

	1 – 2
	73

	2 – 3
	42

	3 – 4
	25

	4 – 5
	11

	5 – 6
	9

	
	n = 250


23.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	80

	1 – 2
	70

	2 – 3
	50

	3 – 4
	30

	4 – 5
	14

	5 – 6
	6

	
	n = 250


24.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	100

	1 – 2
	90

	2 – 3
	60

	3 – 4
	30

	4 – 5
	15

	5 – 6
	5

	
	n = 300


25.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	85

	1 – 2
	75

	2 – 3
	55

	3 – 4
	25

	4 – 5
	13

	5 – 6
	7

	
	n = 260


26.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	110

	1 – 2
	80

	2 – 3
	70

	3 – 4
	40

	4 – 5
	30

	5 – 6
	20

	
	n = 350


27.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	78

	1 – 2
	72

	2 – 3
	53

	3 – 4
	27

	4 – 5
	16

	5 – 6
	4

	
	n = 250


28.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	84

	1 – 2
	70

	2 – 3
	50

	3 – 4
	30

	4 – 5
	12

	5 – 6
	4

	
	n = 250


29.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	84

	1 – 2
	76

	2 – 3
	56

	3 – 4
	24

	4 – 5
	14

	5 – 6
	6

	
	n = 260


30.  
	xi – xi+1
	ni

	0 – 1
	100

	1 – 2
	80

	2 – 3
	70

	3 – 4
	30

	4 – 5
	15

	5 – 6
	5

	
	n = 310


5.4. Исследование результатов испытаний методом однофакторного дисперсионного анализа. 

41–50. Произведено по четыре испытания на каждом из трех уровней фактора F. Методом однофакторного дисперсионного анализа при уровне значимости ( проверить гипотезу о равенстве групповых средних. Предполагается, что выборки извлечены из нормальных совокупнос​тей с одинаковыми дисперсиями. Результаты испытаний приведены в таб​лицах. 
41.  ( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 
2 

3 

4 
	33 
35 

36 

38 
	32 
37 

38 

39 
	22 
28 

30 

32 
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	37 
	28 


42.  ( = 0,01 
	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	48 
48 

51 

49 
	51 
49 

53 

47 
	44 
44 

48 

46 

	
[image: image117.wmf]гр
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	49 
	50 
	48 


43.  ( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	51 
52 

56 

57 
	52 
54 

56 

58 
	42 
44 

50 

52 
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	55 
	47 


44.  ( = 0,01 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	17 
13 

14 

12 
	16 
15 

16 

13 
	14 
12 

13 

9 
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45.  ( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	27 
23 

29 

29 
	24 
20 

26 

30 
	22 
21 

36 

37 
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	27 
	25 
	29 


46.  ( = 0,01 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	20 
18 

19 

23 
	17 
17 

18 

20 
	21 
19 

20 

24 
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x

 
	20 
	18 
	21 


47.  ( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	35 
32 

31 

30 
	30 
24 

26 

20 
	21 
22 

34 

31 

	
[image: image122.wmf]гр

j

x

 
	32 
	25 
	27 


48.  ( = 0,01 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	6 
7 

8 

11 
	6 
7 

11 

12 
	9 
12 

13 

14 

	
[image: image123.wmf]гр

j

x

 
	8 
	9 
	12 


49.  ( = 0,05 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	22 
24 

25 

21 
	27 
23 

26 

24 
	21 
23 

24 

20 
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50.  ( = 0,01 

	Номер 
испытания 
	Уровни фактора Fj 

	i 
	F1 
	F2 
	F3 

	1 

2 

3 

4 
	46 
44 

43 

47 
	45 
47 

42 

50 
	45 
45 

42 

44 
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Приложение 1

Таблица значений функции
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	Сотые доли

	х
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0

0,1

0,2

0,3

0,4
	0,0000

0398

0793

1179

1554
	0040

0438

0832

1217

1591
	0080

0478

0871

1255

1628
	0120

0517

0910

1293

1664
	0160

0557

0948

1331

1700
	0199

0596

0987

1368

1736
	0239

0636

1026

1406

1772
	0279

0675

1064

1443

1808
	0319

0714

1103

1480

1844
	0359

0753

1141

1517

1879

	0,5

0,6

0,7

0,8

0,9
	1915

2257

2580

2881

3159
	1950

2291

2611

2910

3186
	1985

2324

2642

2939

3212
	2019

2357

2673

2967

3238
	2054

2389

2704

2995

3264
	2088

2422

2734

3023

3289
	2123

2454

2764

3051

3315
	2157

2486

2794

3078

3340
	2190

2517

2823

3106

3365
	2224

2549

2852

3133

3389

	1,0

1,1

1,2

1,3

1,4
	3413

3643

3849

4032

4192
	3438

3665

3869

4049

4207
	3461

3686

3888

4066

4222
	3485

3708

3907

4082

4236
	3508

3729

3925

4099

4251
	3531

3749

3944

4115

4265
	3554

3770

3962

4131

4279
	3577

3790

3980

4147

4292
	3599

3810

3997

4162

4306
	3621

3830

4015

4177

4319

	1,5

1,6

1,7

1,8

1,9
	4332

4452

4554

4641

4713
	4345

4463

4564

4649

4719
	4357

4474

4573

4656

4726
	4370

4484

4582

4664

4732
	4382

4495

4591

4671

4738
	4394

4505

4599

4678

4744
	4406

4515

4608

4686

4750
	4418

4525

4616

4693

4756
	4429

4535

4625

4699

4761
	4441

4545

4633

4706

4767

	2,0

2,1

2,2

2,3

2,4
	4772

4821

4861

4893

4918
	4778

4826

4864

4896

4920
	4783

4830

4868

4898

4922
	4788

4834

4871

4901

4925
	4793

4838

4875

4904

4927
	4798

4842

4878

4906

4929
	4803

4846

4881

4909

4931
	4808

4850

4884

4911

4932
	4812

4854

4887

4913

4934
	4817

4857

4890

4916

4936

	2,5

2,6

2,7

2,8

2,9
	4938

4953

4965

4974

4981
	4940

4955

4966

4975

4982
	4941

4956

4967

4976

4982
	4943

4957

4968

4977

4983
	4945

4959

4969

4977

4984
	4946

4960

4970

4978

4984
	4948

4961

4071

4979

4985
	4949

4962

4972

4979

4985
	4951

4963

4973

4980

4986
	4952

4964

4974

4981

4986

	3,0

3,1

3,2

3,3

3,4
	4987

4990

4993

4995

4997
	4987

4991

4993

4995

4997
	4987

4991

4994

4995

4997
	4988

4991

4994

4996

4997
	4988

4992

4994

4996

4997
	4989

4992

4994

4996

4997
	4989

4992

4994

4996

4997
	4989

4992

4995

4996

4997
	4990

4993

4995

4996

4997
	4990

4993

4995

4997

4998

	3,5

3,6

3,7
	4998

4998

4999
	4998

4998

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
	4998

4999

4999
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