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ВВЕДЕНИЕ 
 
В методических указаниях рассмотрены вопросы расчета статически 

неопределимых систем на заданное силовое воздействие и осадку опор. 
Для расчета использован один из классических методов строительной ме-
ханики – метод сил. 

В первом разделе методических указаний кратко изложены теорети-
ческие основы метода сил: определение количества неизвестных, выбор 
основной системы, вычисление коэффициентов и составление канониче-
ских уравнений, построение окончательных эпюр внутренних усилий и их 
проверка. 

Второй и третий разделы содержат примеры расчета статически не-
определимой рамы и неразрезной балки на действие заданной нагрузки. 

В четвертом разделе изложен расчет неразрезной балки на заданное 
смещение опор. 

Все рассмотренные в методических указаниях задачи являются два-
жды статически неопределимыми Расчет систем с большим количеством 
неизвестных принципиально не отличается от рассмотренных. 

Основная сложность расчетов связана с необходимостью строить 
эпюры внутренних усилий в статически определимых системах и находить 
перемещения с помощью метода Мора. Существенную помощь в проверке 
результатов ручного расчета, поиска ошибок на всех этапах решения зада-
чи может оказать программа Ms, разработанная на кафедре строительной 
механики ТГАСУ. По подготовленным числовым данным программа про-
веряет ординаты и строит на экране монитора все необходимые эпюры, 
контролирует правильность составления и решения канонических уравне-
ний. Порядок подготовки исходных данных и работы с программой Ms 
рассмотрен в пятом разделе методических указаний. 

В приложении 1 к методическим указаниям приведена таблица гото-
вых формул для перемножения эпюр. 

Контрольные вопросы по разделу «Расчет статически неопредели-
мых систем методом сил» приведены в приложении 2. 
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1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 

Расчет статически неопределимых рам и неразрезных балок может 
быть произведен различными методами: методом сил, перемещений, сме-
шанным [1–4]. В методе сил за неизвестные принимают обобщенные ре-
акции в отброшенных лишних связях системы. 

Число неизвестных, равное числу лишних связей называется степе-
нью статической неопределимости. 

 Степень статической неопределимости можно установить исходя из 
того, что каждый замкнутый бесшарнирный контур имеет три лишние свя-
зи, а каждый простой шарнир или ползун, введенные в такой контур, уст-
раняют по одной связи, то есть понижают степень статической неопреде-
лимости на единицу. Тогда формула для установления степени статиче-
ской неопределимости будет иметь вид: 

,ПШКЛ  3                                                              (1.1) 
где К - число замкнутых контуров; 

Ш - число простых шарниров; 
П - число ползунковых опор. 

Степень статической неопределимости неразрезной балки обычно 
находят по формуле: 

,СЛ 30                                                                         (1.2)  
где 0С - число опорных связей; 

3 - три уравнения статического равновесия. 
В статически неопределимой системе различают два вида связей: ус-

ловно необходимые (условно лишние) и абсолютно необходимые. Усилия в 
абсолютно необходимых связях являются статически определимыми. 

Для перехода от заданной статически неопределимой рамы к основ-
ной системе следует отбросить лишние условно необходимые связи и за-
менить их действие неизвестными обобщенными силами пХ,...Х,Х 21 . 
Выбор основной системы является важным этапом расчета, так как от него 
зависит простота и точность расчета. 

Основная система должна работать так же, как и заданная. Условия 
эквивалентности основной и заданной системы выражаются в форме кано-
нических уравнений: 
















.Х...ХХ

,Х...ХХ
,Х...ХХ

nfппппn

fnп

fnп

0

0
0

2211

22222121

11212111







                                              (1.3) 

Каждое из этих уравнений отрицает перемещение по направлению 
отброшенной связи от всех неизвестных и от заданной нагрузки, так как в 
заданной системе по каждому из этих направлений перемещение равно ну-
лю. 
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Коэффициенты при неизвестных ),...,( nп 1211  представляют собой 
перемещения в основной системе по направлению неизвестных 

пХ,...Х,Х 21  от единичных значений этих сил. Свободные члены уравне-
ний ),...,( пfff  21 имеют смысл перемещений по направлению неиз-
вестных от заданной нагрузки. 

Коэффициенты при неизвестных и свободные члены системы урав-
нений (1.3) определяются с помощью интеграла Мора: 

 

;ds
EJ

ММ ii
ii 


     ;ds

EJ
ММ кi

iк 


    


 ds
EJ

ММ fi
if .    (1.4) 

 
Предварительно необходимо построить в основной системе эпюры 

пМ,...М,М 21  от 111 21  пХ,...Х,Х  и эпюру fМ  от заданной нагрузки. 
Для вычисления интегралов (1.4) в случае прямолинейных стержней 

с постоянной по длине жесткостью используют способ А. Н. Верещагина. 
Вычисленные коэффициенты при неизвестных и свободные члены 

перед решением системы уравнений (1.3) следует проверить. 
Одновременная проверка всех коэффициентов при неизвестных со-

стоит в том, что   dx
ЕJ

ММ
кi    ,                                             (1.5) 

где М - суммарная единичная эпюра: 
     пМ...МММ  21  .                                                      (1.6) 

Построчные проверки состоят в том, что: 




  dx
ЕJ

ММ
... i

inii  21  .                                         (1.7) 

Проверка свободных членов сводится к выполнению условия:  

dx
JЕ
ММ

... f
пfff 


 

21 .                                     (1.8) 

После определения и проверки всех коэффициентов при неизвестных 
и свободных членов канонических уравнений последние решают совмест-
но и находят значения реакций устраненных связей .Х,...Х,Х п21  

Окончательную эпюру изгибающих моментов в заданной системе 
можно построить двумя способами. По первому способу найденные значе-
ния сил пХ,...Х,Х 21  и заданную нагрузку прикладывают к основной сис-
теме. От этих нагрузок из уравнений статического равновесия определяют 
реакции в опорных связях и для построения окончательной эпюры М со-
ставляются аналитические выражения для отдельных участков основной 
системы. 

По второму способу на основании принципа независимости действия 
сил окончательная эпюра изгибающих моментов строится как алгебраиче-
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ская сумма ординат единичных эпюр iМ , умноженных на соответствую-
щие найденные значения сил iХ  и эпюры fМ : 

fпп МХМ...ХМХММ  2211  .                                   (1.9) 
Построенная эпюра М в свою очередь должна быть проверена из ус-

ловия статики и кинематики. Статическая проверка состоит в том, что все 
узлы рамы должны быть уравновешены, то есть сумма окончательных мо-
ментов в любом узле равна нулю. Такая проверка необходима, но недоста-
точна, так как может служить лишь контролем правильности суммирова-
ния отдельных уравновешенных эпюр согласно (1.9). 

Достаточной проверкой служит кинематическая (деформационная) 
проверка, которая производится из условия деформирования заданной сис-
темы. Если эпюра М построена верно, то условное перемещение основной, 
или, что то же, заданной системы, по направлению всех устраненных лиш-
них связей от всех неизвестных и нагрузки должно быть равно нулю: 

 


 
 0ds

ЕJ
ММ

i .                                                        (1.10) 

Точно так же должно выполняться любое из условий: 

 


 0ds
EJ

ММ i
i ,                                                                    (1.11) 

где ;п,...,i 21  iМ  - любая единичная эпюра; п - число неизвестных в 
системе. 

Эпюры поперечных сил Q  и продольных сил N  строят так же, как и 
в статически определимых системах. Проверки эпюр Q  и N  состоят в том, 
что для любой отсеченной части рамы сумма проекций на две оси всех 
действующих внешних и внутренних сил должна быть равна нулю. 

В статически неопределимых системах возникают дополнительные 
внутренние силы от смещений опорных связей. Начальная стадия расчета 
методом сил на осадку опорных связей аналогична расчету на внешние на-
грузки. Отличие появляется при записи канонических уравнений, в кото-
рых свободные члены от внешней нагрузки if  заменяются перемещения-
ми ic , вызванными заданной осадкой опорных связей в основной системе 
по направлению отброшенных лишних связей. 

Для определения ic  используется формула: 
  kxiic R ,                                                                               (1.12) 

где xiR  - реакция в смещаемой связи от 1iХ ; к  - заданная вели-
чина смещения; к  - номер смещаемой связи. 

Окончательная эпюра изгибающих моментов в заданной системе со-
стоит только из одних единичных эпюр, умноженных на найденные значе-
ния неизвестных: 
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ппс ХМ...ХМХМММ  2211 .                                     (1.13) 
Кинематическая проверка эпюры М производится по условию: 

 


 
 0icds

ЕJ
ММ

.                                                           (1.14) 

 
 
2. ПРИМЕР РАСЧЕТА РАМЫ МЕТОДОМ СИЛ 

 
Для рамы, показанной на рис. 2.1, а, построить эпюры ,М  Q , N  и 

произвести промежуточные и окончательные проверки. 
Заданная рама два раза статически неопределима (см. рис. 2.1, б: 
,К 1  ,Ш 1  ,П 0  20113 Л ). Основную систему можно полу-

чить отбрасыванием внешних (рис. 2.1, в,  г) или внутренних (рис. 2.1, д, е) 
связей. Наиболее простую с точки зрения расчета основную систему полу-
чаем путем разреза заданной рамы по шарниру D . В результате такого 
разреза рама потеряла две связи, препятствующие взаимному смещению 
по горизонтали и по вертикали сечений, расположенных вплотную по раз-
ные стороны от шарнира D . В соответствии с этим каждое из неизвестных 

1Х  и 2Х  состоит из двух сил, направленных в противоположные стороны 
(рис. 2.1, е). Канонические уравнения имеют вид: 

,ХХ f 01212111      
.ХХ f 02222121    

Канонические уравнения указывают на отсутствие взаимных смеще-
ний смежных сечений в месте разреза, так как наличие в этом месте шар-
нира D  в заданной системе таковых смещений не допускает. 

Так как оси всех стержней прямолинейны и жесткости в пределах 
каждого стержня постоянны, то для вычисления перемещений ik  и if  
можно воспользоваться способом А. Н. Верещагина. Последовательно за-
гружая основную систему силами ,Х 11    12 Х  и внешней нагрузкой, 
строим единичные эпюры ,М1  2М  и грузовую эпюру fМ  (рис. 2.2, а - в). 

Коэффициенты при неизвестных: 

;
EJ
,,,

EJ

,,,,
EJ

,,,,
EJ

ds
ЕJ

ММ

51616223221

4661502222
2

17330501111
2

111
11







  

;
EJ
,,,,,

EJ
ds

ЕJ
ММ 815151502222

2
121

2112 


   

.
EJ
,,,,

ЕJ
),,,

EJ
(ds

ЕJ
ММ 8505512251

2
115051511322

22 
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Рис. 2.1 
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Рис. 2.2 
 
 
Строим суммарную единичную эпюру 21 МММ   (рис. 2.2, г) и 

проводим универсальную проверку правильности вычисленных коэффи-
циентов при неизвестных: 

;
ЕJ
,),,,(

ЕJ
73618815128555161612 122211     

.
EJ
,,,,

ЕJ

,,,
ЕJ

,,,,
ЕJ

,,,,
ЕJ

,,,
ЕJ

,,,,
EJ

ds
ЕJ

ММ

7361872503731

715037010340502270
2

17670502251
2

1

150515117330501111
2

1








 


 

FM
 

132 

72,6 

72,6 

а) б) 

в) г) 

M  

0,7 1,5 

0,034 0,767 

0,4 

1,0 
1,1 

0,733 

2,2 

1,7 

2,7 

3,7 

1,5 

1,0 

12 X

 

2M  

1,5 1,5 

1,0 

1,0 

12 X

 

1M  

1,466 2,2 

2,2 1,1 

1,1 

0,733 
11 X

 

11 X
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Результаты совпали, следовательно, коэффициенты при неизвестных 
вычислены верно. 

Определяем свободные члены: 

;
EJ

,,,
EJ

,,,,
EJ

,,
EJ

,,,
EJ

ds
EJ

ММ f
f

448496223672146615022672
2

1

11
12

2230173305011132
2

1 3
1

1









 
 

.
EJ

,,,
EJ

,,,,
EJ

ds
EJ

ММ f
f

933951
12

2230
2

1515022672
2

1 3
2

2 





 
 

Проверяем значения свободных членов: 

;
ЕJ

,),,(
ЕJfif

518456933944844761
2   

.
EJ

,,,
EJ

,,
EJ

,,,,
EJ

,,,
EJ

ds
EJ

ММ f
f

518456223672140
12

2230
2

1

03405022672
2

1

73305011132
2

1

3











  


 

Свободные члены определены верно. 
При вычислении 2211  ,  и   площади и ординаты берем из одних 

и тех же эпюр 21 М,М  и М  соответственно. Трапециевидную эпюру М  
на левой стойке рамы разбиваем на два треугольника, каждый из которых 
при вычислении   умножаем на соответствующую ординату трапеции, 
то есть на 1,7 и 2,7. Эпюра М  на стержне ВС , имеющая форму «пере-
крученной» трапеции, так же представляется в виде двух треугольников, 
но расположенных по разные стороны от стержня ВС . При умножении 
эпюры М  на эпюру М  (участок ВС ) площадь каждого треугольника 
умножается на соответствующую ординату перекрученной трапеции, то 
есть на 0,767 и 0,034 (рис 2.2, г). 

При вычислении и проверке if  и f2  площадь эпюры fМ  на от-
дельных её участках умножается на ординаты эпюр 21 М,М  и М , распо-
ложенные против центра тяжести данного участка эпюры fМ . Эпюра fМ  
на ригеле ВС  (рис. 2.2, в), очерченная по квадратной параболе, разбивает-
ся на треугольную и симметричную параболу, расположенную ниже оси 

ригеля ВС . Площадь параболы равна 
12

3lq  , где q  – интенсивность равно-

мерно распределенной нагрузки, l  – длина стержня ВС ; центр тяжести 
параболы расположен посередине стержня ВС . 
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При перемножении эпюр следует придерживаться такого правила 
знаков: если обе эпюры отложены с одной и той же стороны стержня 
(перемножаемые ординаты эпюр имеют один знак), то произведение 
считают положительным. 

При вычислении перемещений и их проверке можно использовать 
готовые результаты перемножения основных видов эпюр (приложение 1). 

Подставляя полученные и проверенные значения перемещений в 
уравнения и сокращая на EJ , получим: 







.,Х,Х,

;,Х,Х,
093398558151

0448496815151616

21

21  

Решая эту систему уравнений, находим ;кН,Х 343301   .кН,Х 58922   
Окончательную эпюру изгибающих моментов строим согласно вы-

ражению (1.9): 
ff ММММХМХММ  212211 . 

Эпюры 1М  и 2М , полученные умножением соответствующих единич-
ных эпюр 1М  и 2М  на найденные значения неизвестных, показаны на рис. 
2.3,а, б), а окончательная эпюра М на рис. 2.3, в. Статическая проверка удов-
летворяется, так как узлы В и С  находятся в равновесии (рис. 2.3, г). Кине-
матическая проверка состоит в том, что при умножении эпюры М на эпюру 

М  по формуле (1.10) должен получиться ноль: 

.001,0
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068,38
J

078,381138,165
3
1,1

J2
1

)5,1883,3(
3
5,11)5,17,0(

24
2,230

2
1)7,0883,35,1728,9

5,1883,327,0728,92(
6
2,2

2
1)7,3728,97,0962,1

7,0728,9273962,12(
6
3

2
1

3













  


EJEEE

ЕJEJ

ЕJ

EJ
dx

ЕJ
ММ

 

Погрешность составляет всего %,%
,
, 0260100
06838
010

 , следователь-

но, окончательная эпюра М  построена верно. 
При умножении эпюры М на эпюру М  были использованы гото-

вые формулы, приведенные в приложении 1. 
Для построения эпюры поперечных сил воспользуемся дифференци-

альной зависимостью между изгибающим моментом и поперечной силой: 

Q
dx

dM
 .                                                                    (2.1) 
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Рис. 2.3 
 

 
Согласно (2.1) в пределах каждого участка с прямолинейной эпюрой 

М поперечная сила Q  постоянна и её значение равно тангенсу угла накло-
на этой прямой к оси стержня рамы. Знак поперечной силы определяется 
по следующему правилу: если стержень для совмещения его с прямолиней-
ной эпюрой необходимо поворачивать по часовой стрелке, знак Q  поло-
жительный, в противном случае – отрицательный. 

Рассмотрим каждый стержень отдельно: 
 

.кН,,/,Q
;кН,,/,Q;кН,/),,(Q

DE

СDАВ

3431501138165
592518833592396217259




 

в) 

а) 
б) 

г) 

9,725 

9,725 B 0 BM  

3,883 

3,883 
C 0 CM  

M  

9,725 3,883 

21,19 
165,38 

1,962 

A 

B 

D E 

C 
1,19 м 

1M  

66,76 

66,76 

33,38 
X1=30,343 кН 

X1=30,343 кН 

3,883 

2M  

3,883 

3,883 

X2=2,589 кН 

X2=2,589 кН 
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Для построения эпюры Q на участке ВС  с криволинейной эпюрой  
M представим стержень ВС  в виде однопролетной балки, загруженной 
равномерно распределенной нагрузкой кН/мq 30 , левым опорным мо-
ментом, равным мкН, 7259  и правым опорным моментом, равным 

мкН, 8833 (рис. 2.4, а). Находим опорные реакции: 

.кН,V;,V,,,,М
;кН,V;,V,,,,М

BBС

CCВ

6573502211223088337259
3433002211223088337259






  

Для проверки найденных реакций составляем уравнение статическо-
го равновесия 02230343306573522  ,,,,qVV СВУ . Эпюра Q  
для стержня ВС  показана на рис. 2.4, а. Определяем координату сечения  

0х , в котором Q =0: 
м,/,q/Qх ВС 19130657350  . 

Максимальный изгибающий момент в пролете ригеля ВС : 

мкН,/,,,
хq

хVМ Вмах 


 192121913019165735
2

2
2

0
0 . 

Окончательная эпюра Q  показана на рис. 2.4, б. 
Для построения эпюры продольных сил вырезаем узлы В , С , D  и 

E . Взамен отброшенных стержней прикладываем известные поперечные 
силы и неизвестные продольные силы. При этом положительные попереч-
ные силы направляем так, чтобы они вращали узлы по часовой стрелке. 
Продольные силы направляем от узла, то есть предварительно принимаем 
их растягивающими. 

Для узла В  (рис. 2.4, в): 

).сжатие(кН,N;,Ny
);сжатие(кН,N;,Nх

АВАВ

ВСВС

65735065735
5920592





  

Для узла С  (рис. 2.4, г): 

).сжатие(кН,N;,Ny
;,,,Nх

СDСD

ВС

34330034330
0592592592





  

Для узла D (рис. 2.4, д): 








.,,N,,y
);растяжение(кН,N;,Nх

СD

DЕDЕ

034330343150120343150012
5920592

 

Эпюра N  изображена на рис. 2.4, е. Для статической проверки пра-
вильности эпюр Q , М и N  отбросим опорные связи и вместо них прило-
жим к раме реакции, взятые с построенных эпюр Q , М и N  (рис. 2.4, ж): 

.,,
,,,,,,,,,М

;.,,y
;,,х

А

05953366336
112230221201134315051592381659621

0223012034315065735
0592592
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Рис. 2.4 
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3. ПРИМЕР РАСЧЕТА НЕРАЗРЕЗНОЙ БАЛКИ МЕТОДОМ СИЛ 
НА ДЕЙСТВИЕ ЗАДАННОЙ НАГРУЗКИ 

 
Для неразрезной балки, показанной на рис. 3.1, а, построить эпюры 

М и Q  и произвести промежуточные и окончательные проверки. 
Заданная трехпролетная балка два раза статически неопределима.  

Так как 50 С , то согласно (1.2) 235 Л . Основную систему получа-
ем путем введения над промежуточными опорами 1 и 2 шарниров, превра-
тив тем самым неразрезную балку в совокупность однопролетных шар-
нирно опертых балок (рис. 3.1, б). Взамен отброшенных связей приложим 
слева и справа от каждого шарнира противоположно направленные неиз-
вестные опорные моменты - 1Х  и 2Х  (рис. 3.1, б). Внешняя нагрузка, при-
ложенная в любом пролете, вызывает появление внутренних усилий толь-
ко в том пролете, где приложена эта нагрузка. Действие каждого из неиз-
вестных в основной системе будет распространяться лишь на пролеты, 
примыкающие к рассматриваемой эпюре. 

Эпюры изгибающих моментов от единичных реакций устраненных 
связей (единичных опорных моментов) и внешней нагрузки (рис. 3.1, в – д) 
в основной системе строятся отдельно для каждого пролета, как для одно-
пролетной балки. 

Канонические уравнения записываем из условия равенства нулю 
взаимного поворота сечений балки, расположенных бесконечно близко 
слева и справа от введенного шарнира на опоре 1 и 2, так как в заданной 
неразрезной балке над опорами 1 и 2 шарниров нет. Для рассматриваемой 
балки канонические уравнения имеют вид: 

.ХХ
,ХХ

f

f

0
0

2222121

1212111








                                                                (3.1) 

Коэффициенты при неизвестных: 

ЕJЕJЕJ
ds

ЕJ
ММ 4

3
2

2
1911

3
2

2
161

2
111

11 


 ; 

ЕJ
,

ЕJ
ds

ЕJ
ММ 51

3
1

2
191121

2112 


  ; 

ЕJ2EJЕJ
ds

ЕJ
ММ 4

3
2

2
1611

3
2

2
191122

22 


 . 

Строим суммарную единичную эпюру 21 МММ   (рис.3.1, е) и 
проводим универсальную проверку единичных коэффициентов: 

ЕJ
),(

ЕJ
114512412 221211   ; 

ЕJЕJЕJЕJ
ds

ЕJ
ММ 11

3
2

2
161

2
11911

3
2

2
161

2
1




 
 . 
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Результаты совпали, следовательно, коэффициенты 11 , 12  и 22  
вычислены верно. 

Определяем свободные члены: 
 

;
ЕJЕJ

ЕJЕJЕJ
ds

ЕJ
ММ f

f

900
9
2

2
132401

2
132401

9
7

2
132401

2
1

12
640

2
1 3

1
1









 

 

.
ЕJЕJ

ЕJЕJЕJ
ds

ЕJ
ММ f

f

810
2
1

2
16120

2
1

9
7

2
132401

2
132401

9
2

2
1324012

2






 

 
 
Проверяем значения свободных членов: 
 

ЕJ
)(

ЕJff
17108109001

21  ; 

.
ЕJЕJЕJЕJ

ЕJЕJЕJ
ds

ЕJ
ММ f

f

1710
2
1

2
16120

2
11

2
132401132401

1324011
2
132401

2
1

12
6040

2
1 3









  


 
 
Свободные члены определены верно. 
Подставим найденные значения перемещений в систему канониче-

ских уравнений (3.1): 








.ХХ,
;Х,Х

0810451
0900514

21

21  

В результате решения этих уравнений получим: 
кНм,Х 451731   ,  кНм,Х 451372   

Окончательную эпюру изгибающих моментов строим согласно вы-
ражению (1.9): 

fопf МММХМХММ  2211 . 
 Здесь опМ  - эпюра моментов в основной системе от найденных зна-

чений опорных моментов (рис. 3.2, а). Окончательная эпюра М приведена 
на рис. 3.2, б. 
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Рис. 3.1 
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Рис. 3.2 

 
 
После построения эпюры М выполняем кинематическую проверку 

правильности расчета балки (эпюра М  изображена на рис. 3.1, е): 

.
ЕJ
,

ЕJ
,

ЕJ
,),,(

ЕJ

),,,,,

,(
ЕJ

),(
ЕJ

ds
ЕJ

ММ

00130706725693725
2
1

2
162751

9
5

2
1345137

2
1

1
2
1354901

2
134513713

2
549054781

2
135478

1
2
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3
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2
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2
1

12
640
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1 3














  


Погрешность составляет всего %,%
,

, 0020100
693725

0130
 . 

Эпюру Q строим как сумму эпюр fQ  для однопролетных балок основ-
ной системы (рис. 3.3, а) и эпюры опQ  от опорных моментов (рис. 3.3, б). 

Эпюра Q  показана на рис 3.3, в. Определяем координату сечения в 

первом пролете, где 0Q . Поскольку 
dx
dQq  , а constq  , то q/Qх лев0 . 

опM

86,725 

173,45 

X1=173,45 

161,46 149,46 137,45 
68,73 

X2=137,45 

а) 

M
 

173,45 

90,54 

137,45 

51,27 
78,54 93,27 103,717 

хo=2,277 м 

б) 
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Рис. 3.3 
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В нашем случае: м,/,х 2824009910  . 
На основании теоремы Журавского значение тахМ  может быть най-

дено из выражения: лев

х

тах МdxQМ 
0

0
, 

где dxQ
х0

0
  - площадь эпюры Q  на участке между левой опорой и се-

чением 0х . 
В нашем случае 00  ММ лев , следовательно 

кНм,,,М тах 717103
2
17820991  . 

По ординатам  эпюры Q  определяем опорные реакции (рис. 3.3, г): 

.кН,V
;кН,,V
;кН,,V

;кН,V

0917
91138916276
912328491148

0991

3

2

1

0







 

Выполняем статические проверки правильности расчета балки (рис. 
3.3, д): 

.
,,,М

;,,,,y

038403840
2109171880159113880129806912323640

0480480091780911388080912326400991

0










 
 

4. ПРИМЕР РАСЧЕТА НЕРАЗРЕЗНОЙ БАЛКИ НА СМЕЩЕНИЕ 
ОПОР 

 
Неразрезную балку с размерами и жесткостью такими же, как в при-

мере, рассмотренном в разделе 3, рассчитать на осадку опоры 2 на 
м04,02  ; жесткость балки в среднем пролете 220014 кНм,ЕJ   

(рис. 4.1, а). 
Канонические уравнения (1.3) для расчета неразрезной балки на за-

данное смещение опоры 2 принимают вид: 

.ХХ
;ХХ

с

с

0
0

2222121

1212111







 

Здесь с1  и с2  - взаимные углы поворота в основной системе сече-
ний, расположенных вплотную по разные стороны от опор 1 и 2, вызывае-
мые заданным смещением 2 , по направлению неизвестных опорных мо-
ментов 1Х  и 2Х  соответственно (рис. 4.1, б). 

На основании выражения (1.12): 
22222211  R;R сс  .                                                       (4.1) 
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Здесь 21R  и 22R  - реакции в смещаемой опоре (связи) 2 от 11 Х  и 
12 Х  соответственно. 
Для определения 21R  и 22R  вырезаем опорный узел 2 соответственно 

с эпюр 1М , 2М  (рис. 3.1, в, г) и направляем реакции в сторону смещения 
опоры 2 (вниз), то есть предварительно принимаем их положительными 
(рис. 4.1, в): 

18
5

6
1

9
1

9
1

2221  R;R . 

Тогда согласно (4.1): 

.,,;,, сс 011110040
18
5004440040

9
1

21 





  

Подставим в уравнение (4.1) значения с1 , с2  и вычисленные в 
предыдущем примере (раздел 3) перемещения 11 , 12  и 22 : 








.ЕJ,ХХ,
;ЕJ,Х,Х

0011110451
0004440514

21

21  

В результате решения этих уравнений найдем: 

кНм.,ЕJ,Х
кНм;,ЕJ,Х

2 775200371630
553500253601




 

Для получения окончательной эпюры изгибающих моментов откла-
дываем над опорами 0, 1, 2, 3 значения опорных моментов 00 М , 

кНм,М 55351  ; кНм,М 77522  ; 03 М , вершины ординат которых со-
единяем прямыми линиями (рис. 4.1, г). 

Кинематическая проверка производится по формуле (1.14): 
 

.,,,

,,,,,
ЕJ
,

ЕJ
,,,,

ЕJ
,

ЕJ

,
ЕJ

,
ЕJ

sd
ЕJ

ММ
сс

002487900248790011110

0044400113769300204390011110004440525195

235290011110004440
2
167752

2
11

2
1977551

1
2
1955351

3
2

2
1655351

21










 

 

 
Эпюра Q  показана на рис. 4.1, д.  
Статическая проверка (рис. 4.1, е): 
 

.,
,,,,,,,,,М

;,,,,,,y

056154
5571545107958546081854738155109255

05332453324795860818738159255

5
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Рис. 4.1 
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5. ПРОГРАММА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МЕТОДОМ СИЛ 
 
Программа Ms предназначена для решения статически неопредели-

мых задач методом сил. Программу целесообразно  использовать для по-
иска и исправления ошибок при построении единичных и грузовой эпюр 
изгибающих моментов, вычислении коэффициентов канонических уравне-
ний и значений неизвестных, а также ординат окончательных эпюр внут-
ренних усилий. 

Для подготовки исходных данных необходимо расчленить основную 
систему на отдельные части, взаимодействующие между собой в узлах. Уз-
лы выбираются в следующих сечениях: 

- имеющих опорные связи или шарниры; местах приложения сосре-
доточенных сил или моментов; начала или конца участка, загруженного 
равномерно распределенной нагрузкой; местах изменения геометрической 
оси или жесткости стержня. 

Часть системы, соединяющая два узла, называется конечным эле-
ментом. Конечный элемент (далее по тексту элемент) должен иметь 
прямолинейную ось и постоянное поперечное сечение по длине. Узлы и 
элементы системы нумеруют. Элементы с одинаковыми жесткостями на 
растяжение – сжатие (EA) и изгиб (EJ) объединяются в группы, имеющие 
один тип жесткости. Каждое единичное или грузовое состояние основ-
ной системы относится к отдельному загружению. 

В результате  получают пять чисел: 
- количество узлов (Ku), элементов (Ke), типов жесткости (Kg), узлов 

с опорными связями (Ks), загружений (Kp). 
Всю информацию можно разделить на следующие блоки: 
- «характеристика задачи», «узлы», «элементы», «типы жесткости», 

«опорные связи», «загружения». Каждый блок информации начинается с 
текстовой строки – разделителя, в которой можно писать любой коммента-
рий. 

Характеристика задачи (пять чисел): Ku Ke Kg Ks Kp. 
Информация об узлах записывается построчно (одна строка – один 

узел) в последовательности: Nu Xu Yu,                                                                                                                                                             
где  Nu – номер узла, Xu, Yu – координаты узла по горизонтали и вер-

тикали. 
Информация об элементах записывается построчно (одна строка – 

один элемент) в последовательности: Ne Nn Nk Ng p, 
где    Ne – номер элемента; Nn, Nk – номера узлов в начале и в конце 

элемента; Ng – номер типа жесткости элемента, p – признак присоединения  
элемента к узлу. За начальный принимается узел с меньшим номером. 
Признак присоединения элемента к узлу (целое число), равное: 0 (жесткое 
присоединение в начале и в конце); 1 (шарнирное в начале, жесткое в кон-
це); 2 (жесткое в начале, шарнирное в конце); 3 (шарнирное в начале и в 
конце). 
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Каждый тип жесткости описывается одной строкой, содержащей 
три числа: Ng EA EJ, 

где Ng – номер типа жесткости, EA - жесткость на растяжение (сжа-
тие), EJ жесткость на изгиб. 

Узлы, имеющие опорные связи, описывают по строкам (одна строка –
один узел): Nu px py pz, 

где Nu – номер узла; px, py,  pz – признак наличия соответственно го-
ризонтальной, вертикальной или связи, препятствующей повороту. Если 
связь есть, то признак равен единице, в противном случае признак равен 
нулю. 

Каждый вид нагрузки (сосредоточенной или распределенной, задан-
ного смещения узлов) описывается одной строкой, содержащей четыре 
числа: Nu(Ne) t V Np, 

где Nu(Ne) номер узла (элемента), к которому приложена нагрузка 
(заданное перемещение); t – тип нагрузки (заданного перемещения), V – 
величина, Np – номер загружения. Тип нагрузки t (целое число) означаю-
щее: 1 (горизонтальная сила), 2 (вертикальная сила), 3 (момент, приложен-
ный к узлу), 4 (равномерно распределенная горизонтальная нагрузка), 5 
(равномерно распределенная вертикальная нагрузка), 6 (заданное горизон-
тальное смещение узла), 7 (заданное вертикальное смещение узла), 8 (за-
данный поворот узла), 10 (момент, приложенный в начале элемента), 11 
(момент, приложенный в конце элемента). Величина V считается положи-
тельной, если нагрузка (перемещение) направлена в ту же сторону, что и 
соответствующая ось (1, 2, 4 7) или против хода часовой стрелки (для ти-
па 3, 8, 10, 11).  

Сформированные исходные данные должны храниться в текстовом 
файле с расширением dat в том же каталоге, что и программа Ms. Имя 
файла не должно содержать больше восьми символов; например: Primer, 
Variant2, Схема_5. Для создания файла  и ввода в него данных можно вос-
пользоваться любым редактором текста.  

Для создания и редактирования файла с помощью программы Ms в 
ответ на запрос нужно ввести имя файла, которого нет в каталоге, и  после 
сообщения: 

Нет файла Имя. dat  
Подготовить файл? (Y/N) 

 
ответить утвердительно (нажать клавишу Y). Затем в ответ на запрос про-
граммы следует ввести числа, характеризующие задачу: количество узлов 
(Ku), элементов (Ke), типов жесткости (Kg), узлов с опорными связями 
(Ks), загружений (Kp). В этом случае в текущем каталоге будет создан 
файл с предложенным именем, в котором разместится шаблон для ввода 
исходных данных в виде: 
 
*** Параметры задачи Ku Ke Kg Ks Kp *** 
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3 2 1 2 1 
*** Узлы Xu Yu *** 
1  
2  
3  
*** Элементы Nn Nk Ng p *** 
1  
2  
*** Жесткости Ng EA EJ *** 
1  
*** Связи Nu px py pz *** 
 
 
*** Загружения Nu (Ne) t V Np *** 

 
При вводе исходной информации необходимо соблюдать следующие 

требования: число от числа отделяется одним или несколькими пробела-
ми;  наличие в поле ввода целочисленной  информации символов <.>, <,>, 
<-> недопустимо; целая часть числа отделяется от дробной точкой; 
данных в строке должно быть столько, сколько предусмотрено програм-
мой; наличие в файле пустых строк, а также строк, начинающихся с не-
цифровых символов (кроме специально оговоренных разделителей) не до-
пускается; после последнего числа в строке через пробел (или несколько 
пробелов) можно писать любой комментарий.  

 
Пример 5.1. Произведем расчет статически неопределимой рамы 

(рис. 2.1, а) методом сил.  
Вычертим основную систему (рис. 5.1, а) в координатных осях xOyи 

пронумеруем узлы и элементы (рис. 5.1, б). Для удобства изображения 
сместим вниз стержень DE (учтем это при определении координат узлов). 
Примем, что первый и третий элементы относятся к первому типу жестко-
сти (EJ), а второй и четвертый элементы - ко второму типу (жесткость 
2EJ). В первом загружении приложим единичную силу 1X , во втором 2X , 
в третьем заданную нагрузку. В результате  получаем пять чисел: 

количество узлов Ku=6, элементов Ke=4, типов жесткости Kg=2, уз-
лов с опорными связями Ks=2, разновременных загружений Kp=3. 

Подготовим исходные данные для расчета.  
Определим координаты узлов системы и заполним соответствующие 

строки.  
При заполнении строк, описывающих элементы, учтем, что все эле-

менты присоединены к узлам жестко (признак 0). 
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При определении коэффициентов канонических уравнений (переме-
щений) используется только жесткость на изгиб EJ, следовательно, жест-
кость на растяжение (сжатие) EA можно задать любым положитель-
ным числом (например, принять равной единице).    

Первый и шестой узел закреплены от смещения по горизонтали, по 
вертикали и от поворота (после номера узла ставим 1 1 1).  

В первом загружении (рис. 5.1, в) к четвертому и пятому узлу при-
ложены соответственно вертикальная (тип 2) положительная (в направле-
нии оси y) и отрицательная (противоположно оси y) единичная силы. 

Во втором загружении (рис. 5.1, г) к четвертому и пятому узлу при-
ложены соответственно горизонтальная (тип 1) отрицательная (противопо-
ложно оси x) и положительная (в направлении оси x) единичная силы. 

В третьем загружении (рис. 5.1, д) к пятому узлу приложена верти-
кальная (тип 2) отрицательная сила F; ко второму элементу равномерно 
распределенная вертикальная (тип 5) отрицательная нагрузка q. 

Файл с исходными данными для расчета: 
 

*** Параметры задачи Ku Ke Kg Ks Kp *** 
6 4 2 2 3 
*** Узлы Xu Yu *** 
1 0 0  
2 0 3 
3 2.2 3 
4 2.2 1.5 
5 2.2 0 
6 1.1 0 
*** Элементы Nn Nk Ng p *** 
1 1 2 1 0 
2 2 3 2 0 
3 3 4 1 0 
4 5 6 2 0 
*** Жесткости Ng EA EJ *** 
1 1 1  
2 1 2 
*** Связи Nu px py pz *** 
1 1 1 1  
6 1 1 1  
*** Загружения Nu (Ne) t V Np *** 
4 2 1 1 
5 2 -1 1 
4 1 -1 2 
5 1 1 2 
5 2 -120 3 
2 5 -30 3 
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По подготовленным исходным данным программа Ms  вычертит на 
экране монитора схемы нумерации узлов (рис.5.2, а), элементов (рис.5.2,б) 
и расчетную схему по каждому загружению.  

Проверка единичных и грузовой эпюр изгибающих моментов произ-
водится поэлементно в последовательности: ордината в начале элемента,  
ордината в конце элемента (рис. 5.2, в). Неправильные (в том числе и по 
знаку) ординаты игнорируются. После ввода правильных  (с точностью до 
1 %) ординат строится эпюра для проверенного элемента и производится 
переход к следующему элементу. 

 Проверка единичных и грузовых коэффициентов канонических 
уравнений производится по строкам (рис. 5.2, г).  

Проверка окончательных эпюр внутренних усилий производится 
аналогично. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

в) г) 

а) б) 

Рис.5.2 
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Пример 5.2. Подготовим исходные данные для расчета неразрезной 
балки (рис. 3.1, а).  

Вычертим основную систему (рис. 5.3, а) в координатных осях xOyи 
пронумеруем узлы и элементы (рис. 5.3, б). В результате  получим: 

количество узлов Ku=7, элементов Ke=6, типов жесткости Kg=2, уз-
лов с опорными связями Ks=4, загружений Kp=3. 

Определим координаты узлов системы и заполним строки, описы-
вающие узлы. 

Примем, что второй, третий и  четвертый  элементы относятся к пер-
вому типу жесткости (EJ), а первый, пятый и шестой элементы - ко второ-
му типу (жесткость 2EJ). Жесткость EA примем равной единице. Третий и 
шестой элементы присоединены к узлам жестко (признак 0), второй и пя-
тый шарнирно присоединены к узлу в начале (признак 1), первый и чет-
вертый элементы шарнирно присоединены к узлу в конце (признак 2).  

В первом узле вертикальная и горизонтальная связи (признаки 1 1 0), 
во втором, пятом и седьмом узлах только вертикальные связи (признаки 0 
1 0).   

В первом загружении (рис. 5.3, в) в конце первого  элемента (тип на-
грузки 11) приложен положительный (направлен против часовой стрелки) 
единичный момент; в начале второго элемента (тип нагрузки 10) приложен 
отрицательный (направлен по часовой стрелке) единичный момент. 

Информация о втором (рис. 5.3, г) и третьем загружении (рис. 5.3, д) 
составляется аналогично. 

Файл с исходными данными для расчета: 
*** Параметры задачи Ku Ke Kg Ks Kp *** 
7 6 2 4 3 
*** Узлы Xu Yu *** 
1 0 0  
2 6 0 
3 9 0 
4 12 0 
5 15 0 
6 18 0 
7 21 0 
*** Элементы Nn Nk Ng pc *** 
1 1 2 2 2 
2 2 3 1 1 
3 3 4 1 0 
4 4 5 1 2 
5 5 6 2 1 
6 6 7 2 0 
*** Жесткости Ng EA EJ *** 
1 1 1 
2 1 2 
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*** Связи Nu px py pz *** 
1 1 1 0 
2 0 1 0 
5 0 1 0 
7 0 1 0 
*** Загружения Nu (Ne) t V Np *** 
1 11 1 1 
2 10 -1 1 
4 11 1 2 
5 10 -1 2 
1 5 -40 3 
3 2 -80 3 
4 2 -80 3 
6 2 -80 3 
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Приложение 2 
Контрольные вопросы 

 
1. Какие системы называют статическими неопределимыми? 
2. Какие методы используются для расчета статически неопредели-

мых систем? 
3. Приведите формулы для определения степени статической неоп-

ределимости для балок и рам. 
4. Дайте определения связям абсолютно и условно необходимым. 
5. Каким требованиям должна отвечать основная система в методе 

сил? 
6. Какая основная система является рациональной для расчета нераз-

резной балки? 
7. Как составляются канонические уравнения? 
8. В чем заключается физический смысл коэффициентов при неиз-

вестных в канонических уравнениях? 
9. Как определяют единичные и грузовые коэффициенты канониче-

ских уравнений? 
10. В чем заключается способ Верещагина? 
11. Как проверить правильность вычисления единичных и грузовых 

коэффициентов? 
12. Какими способами можно построить окончательные эпюры внут-

ренних усилий? 
13. Почему статическая проверка является необходимой, но недоста-

точной проверкой правильности построенных эпюр? 
14. В чем заключается деформационная проверка? 
15. Запишите канонические уравнения метода сил для случая задан-

ного смещения опор? 
16. Как вычислить перемещения, вызванные смещением опор основ-

ной системы? 
17. Почему результаты расчета (внутренние усилия) при силовом 

воздействии не зависят от абсолютных значений жесткостей, а определя-
ются их соотношением? 

18. В каком случае внутренние усилия будут зависеть от абсолютных 
значений жесткостей? 
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