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плуатация железных дорог», 190300.65 «Подвижной состав железной до-
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тоннелей» и 190100.62 «Наземные транспортно-технологические средст-
ва», 190109.65 «Наземные транспортно-технологические средства», 
270800.62 «Строительство». 
Представлены 4 контрольные работы, которые студент должен выпол-

нить на первом году обучения. В пособии содержатся методические указа-
ния по выполнению заданий. Все контрольные работы разбиты на три 
раздела. В конце каждого раздела находятся теоретические вопросы и 
практические задания, которые студенту необходимо выполнить. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Методические указания по выполнению контрольных работ составлены 

для студентов ИИФО направления подготовки 190401.65 «Эксплуатация 
железных дорог», 190300.65 «Подвижной состав железной дороги», 
271501.65 «Строительство железных дорог, мостов и транспортных тонне-
лей» и 190100.62 «Наземные транспортно-технологические средства», 
190109.65 «Наземные транспортно-технологические средства», 270800.62 
«Строительство». 
Курс обучения рассчитан на 3 семестра (полтора года обучения). В каждом 

семестре студент должен выполнить две контрольные работы и сдать экза-
мен (зачет). Данное учебное пособие содержит четыре контрольных работы, 
рассчитанные на 2 семестра первого года обучения.  
В пособие включены методические указания по выполнению заданий. 

Весь материал, содержащийся в контрольных работах, разбит на три раз-
дела. Такое разбиение выбрано для того, чтобы студент мог самостоя-
тельно пополнить материал, выдаваемый преподавателем за короткое 
время, отведенное на аудиторные занятия. В конце каждого раздела нахо-
дятся теоретические вопросы, которые даны студенту в помощь при под-
готовке к сдаче экзамена (зачета). Отвечая на вопросы устно, студент вы-
страивает последовательность ответа, что способствует повышению 
уровня самоорганизации. Содержащиеся в пособии практические задания 
требуется выполнить в тетради и сдать на проверку. В данном пособии 
теоретические вопросы и практические задания выступают как средства 
развития интеллектуальных способностей. 
Нумерация заданий в контрольных работах соответствует последней 

цифре шифра зачетной книжки студента. Примечание: если последняя цифра 
в шифре 0, то ей соответствует 10 вариант. 
В пособие включен список литературы, которой, по необходимости, сту-

дентам рекомендуется пользоваться при выполнении заданий контрольных 
работ и для подготовки к сдаче экзамена. 
Материал в пособии выстроен таким образом, чтобы помочь студенту 

выйти на уровень самоорганизации, самообразования и самовоспитания при 
подготовке к экзамену (зачету).  
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ И ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ И ЗАДАНИЯ 

Раздел 1. Системы «n» линейных алгебраических  
уравнений с «n» неизвестными 

Система «n» линейных алгебраических уравнений с «n» неизвестными 
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совместна и имеет единственное решение, если определитель, состав-
ленный из коэффициентов ija , отличен от нуля, т.е. 
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Рассмотрим три метода решения систем алгебраических уравнений. 

I. Правило Крамера 

Решение системы (1) имеет вид 

,x ix
i ∆

∆
=  

где 
ix∆  – дополнительный определитель, полученный из определителя ∆  

путём замены столбца коэффициентов при ix  столбцом свободных чле-
нов, состоящим из ib  правой части уравнения. 

II. Метод Гаусса 

 При помощи элементарных преобразований [1] система уравнений 
(1) приводится к виду: 
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Из последнего уравнения непосредственно определяется неизвестная nx , 
затем ее значение подставляется в предпоследнее и находится 1−nx . Этот 
процесс необходимо повторять до первого уравнения включительно. 

III. Матричный метод решения 

Систему (1) записываем в матричной форме [1]: BXA =⋅ , где 
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Из матричного уравнения следует, что BAX ⋅= −1 , где 1−A  – обратная 
матрица. 
Обратная матрица имеет вид: 

,

...
............

...

...
1

21

22212

12111

1



















∆
=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A  

где ijA  – алгебраическое дополнение к элементу ija  матрицы A ; i – номер 
строки;  j – номер столбца. 
Алгебраическое дополнение ijA  – это определитель, полученный из 

элементов матрицы A  путём вычёркивания "i"-й строки и  "j"-го столбца. 
Рассмотрим решение системы алгебраических уравнений указанными 

методами. 
 
Пример 1 
Правило Крамера 
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Решение: 
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Вычислим ∆  по правилу Сарруса. Для этого допишем справа два пер-
вых столбца определителя. Проведём главную диагональ и побочную, а 
также по две параллельных линии для каждой диагонали. Произведение 
элементов, стоящих на линиях, параллельных главной диагонали, берём 
со знаком “плюс”, а произведение элементов, стоящих на линиях, парал-
лельных побочной диагонали, со знаком “минус”: 

215221016
21
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321
125
111

−=−−−++==∆  

так как 0≠∆ , то данная система совместна и имеет единственное реше-
ние. 
Находим дополнительные определители: 
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следовательно, и   
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Пример 2 
Метод Гаусса 
Решение: 
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Следовательно, 6,3,1 321 =−=−= xxx . 
 
Пример 3 
Матричный метод 
Запишем систему в виде BXA =⋅ , где 
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Решение:  
.BAX ⋅= −1  

Построим обратную матрицу 1−A . Вычислим алгебраические дополне-
ния ко всем элементам, причём алгебраические дополнения, вычисленные 
для элементов первой строки, записываются первым столбцом матрицы 

1−A  и т.д. 
Операция замены строк на столбцы называется транспонированием. 

Знак ijA  определяется как  ji)( +−1 : 
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т.е. 1−A  имеет вид: 

.
318

4214
114

2
11

332313

322212

312111
1

















−−
−

−−
−=

















∆
=−

AAA
AAA
AAA

A  

Примечания:  
1. При умножении матрицы на число все элементы матрицы умножают-
ся на это число. 
2. Умножение матриц возможно, если число столбцов первого сомно-
жителя равно числу строк второго сомножителя. 
3. При умножении матриц элемент матрицы произведения равен сумме 
произведений элементов строки 1-го сомножителя матрицы на соот-
ветствующие элементы столбца 2-го сомножителя матрицы. 
Находим матрицу-решение: 
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Таким образом,  
.6;3;1 321 =−=−= xxx  

Теоретические вопросы к разделу 1 

1. Определитель и его вычисление. 
2. Алгебраическое дополнение и минор. 
3. Определение матрицы, действия с матрицами. 
4. Условие существования обратной матрицы. Единичная матрица. 
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Задание 1 к разделу 1 

Решить систему алгебраических уравнений: 
1. по правилу Крамера; 
2. методом Гаусса; 
3. матричным способом. 









=++
=++

=++

.nxxx
,mxxx

,lxxx

321

321

321

34
32  

Примечание: здесь l, m, n – три последних цифры шифра студента. На-
пример: Шифр КТ-98-Э-176, то l=1, m=7, n=6. 

РАЗДЕЛ 2. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
  И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Пусть заданы точки )z;y;x(A AAA ; )z;y;x(B BBB ; )z;y;x(C CCC . 
Вектором AB  называется направленный отрезок с координатами 

}{ ABABAB zz;yy;xxAB −−− . 
Модуль вектора AB  (расстояние между точками А и В) равен 

222 )zz()yy()xx(AB ABABAB −+−+−= . 

Угол α между векторами AB  и AC  находится из определения скаляр-
ного произведения [2]: 

ACAB
ACABarccos

⋅

⋅
=α , 

если векторы заданы координатами, то AB ∙ AC  (скалярное произведение) 
равно сумме произведений соответствующих координат. 

 
Пример 1 
Найти скалярное произведение векторов ba ⋅ , если  

}.;;{b};;;{a 124412 −−  
Решение: 

2142142 =⋅−+−⋅+⋅=⋅ )()(ba . 
Площадь ∆ABC вычисляется из определения геометрического смысла 

векторного произведения: 

ACABS ×=
2
1

, 
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где ACAB ×  – векторное произведение, модуль которого равен: 

ACACAC

ABABAB

zzyyxx
zzyyxx

kji
ACAB

−−−

−−−=× , 

где k,j,i – ортонормированный базис системы координат X, Y, Z. Урав-
нение прямой, проходящей через точки А и В, имеет вид [1]: 

AB

A

AB

A

AB

A

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−

−
=

−
−

:)AB( .  

Уравнение плоскости, проходящей через три точки, получаем из опре-
деления смешанного произведения [1], условия компланарности трех век-
торов: 

0=
−−−
−−−

−−−

ACACAC

ABABAB

AAA

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
:)ABC( . 

 
Пример 2 
Дано: A (2;1;3); B (2;0;5); C (5;-1;10). 
Найти:  
1) периметр  ∆ ABC, с точностью до 0,01; 
2) угол ∠ВСА, с точностью до 0,1°;  
3) площадь ∆АВС, с точностью до 0,01; 
4) уравнение прямой (АВ); 
5) уравнение плоскости (ABC). 
Решение: 
1. Составим векторы  ВСАСАВ и,  
{ } { } { }513723210 ;;BC;;;AC;;;AB −−− . 
Найдём длины сторон, или модули векторов: 

;,AC;,)(АВ 87476223625210 222 ====+−+=  

916535 ,BC == , 
т.е. периметр равен Р = 2,236 + 7,874 + 5,916 = 16,026. 

2. Угол ∠ АСВ находится с помощью скалярного произведения: 

9090
87472362

722130 ,
,,

)()(
ACAB
ACABACBcos =

⋅
⋅+−⋅−+⋅

=
⋅

=∠ , 
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т.е.   o,ACB 624=∠ . 
3. Площадь ∆АВС определяется с учётом геометрического смысла век-

торного произведения: 

.ACABS ×=
2
1

 

Векторное произведение 

kji
kji

ACAB 3611
723
210 +−−=

−
−−=× , 

следовательно, и 

(кв.ед.),)()(kjiS 446166
2
13611

2
13611

2
1 222 ==+−+−=+−−= . 

4. Уравнение прямой (АВ): 
 

AB

A

AB

A

AB

A

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−

−
=

−
−

:)AB(   или 

.:)AB(
2

3
10

2 −
=

−
=

− z1-yx
 

Уравнение плоскости, проходящей через точки А, В и С:  

,
zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
:)ABC(

ACACAC

ABABAB

AAA

0=
−−−
−−−

−−−

 

,
zyx

:)ABC( 0
723
210

312
=

−
−

−−−
 

03316211 =−+−−−− )z()y()x( , 
следовательно, и общее уравнение плоскости имеет вид: 

0193611 =++−− zyx . 

Теоретические вопросы к разделу 2 

1. Вектор, его координаты, модуль. 
2. Определение скалярного и векторного произведения. 
3. Геометрический смысл модуля векторного и смешанного произведе-

ния. 
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4. Условия коллинеарности 2 векторов, уравнение прямой в простран-
стве. 

5. Условие компланарности 3 векторов, уравнение плоскости. 

Задание 1 к разделу 2 

Даны координаты точек А (-2; 1; l); B (3; 2; m); C (-3; 1; n). 
Найти: 
1) периметр ∆АВС; 
2) больший угол  ∆АВС; 
3) площадь ∆АВС; 
4) уравнение прямой (АВ);  
5) уравнение плоскости ∆АВС. 
Примечание: l, m, n определяется также как и в задании 1 раздела 1.  

РАЗДЕЛ 3. БАЗИС. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА ПО БАЗИСНЫМ 
ВЕКТОРАМ 

Базисом в пространстве nR  называется совокупность “n” векторов, по-
зволяющих представить любой вектор из этого пространства в виде раз-
ложения по данному базису. В 2R  базис образуют два любых неколлине-
арных вектора, в 3R  – три любых некомпланарных вектора. Из свойства 
смешанного произведения известно, что произведение трёх некомпланар-
ных векторов отлично от нуля.  
Разложением вектора d  по базису c,b,a  называется выражение 

cbad γ+β+α= , 
где γβα ,,  – коэффициенты разложения, или координаты вектора d  в ба-
зисе c,b,a . 

 
Пример 1  
Даны векторы { } { } { } { }1;3;00;2;1,1;2;2,1;2;1 dcba и−− . 

Установить, что векторы c,b,a  образуют базис, и найти координаты 

вектора d  в этом базисе. 
Решение: 
Соотношение, записанное для векторов cbad γ+β+α= , справедливо 

для каждой из проекций 
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=⋅γ+⋅β+⋅α
=⋅γ−⋅β−⋅α

=⋅γ+⋅β+⋅α

,
,

,

1011
3222

0121
 

т.е. получена алгебраическая система трёх уравнений с тремя неизвест-
ными. 
Решение системы удобнее вычислять методом Крамера: 

2
3

2
1

2
1

=γ−=β−=α ;; , 

следовательно, и вектор d  имеет разложение в базисе c,b,a : 







 −−=+−−=

2
3

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1 ;;cbad . 

Теоретические вопросы к разделу 3 

1. Какие векторы образуют базис на плоскости и в пространстве. 
2. Разложение вектора по базисным векторам. 

Задание 1 к разделу 3 

Установить, что векторы { } { } { }1220113 ;;c,;;mb,l;;a −−−  образуют 

базис, и найти координаты вектора d  в этом базисе, если { }20 −;;nd . 
Примечание: l, m, n определяется также как и в задании 1 раздела 1.  
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2  

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА, ПРЕДЕЛЫ, ИССЛЕДОВАНИЕ 
НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ И ЗАДАНИЯ 

Раздел 1.  Комплексные числа 

Число вида  iyxz +=   называется комплексным числом, где x  и y  – 
действительные числа, а  1−=i  – называется мнимой единицей, x  – на-
зывается действительной частью числа z , y  – называется мнимой частью 
числа z . 
Действия с комплексными числами: 
Сложение, вычитание и умножение выполняется по правилу действия с 

многочленами, с учетом, что  12 −=i : 
1. ( ) ( ) ( ) ( )dbicaidciba ±+±=±±± ;  

2. ( )( ) ( ) ( )bcadibdacbdiibciadacidciba ++−=+++=++ 2 . 
Комплексное число z  называют сопряжённым числу z ,если оно отли-

чается знаком при мнимой части:  
iyxz += ; iyxz −= ;   тогда   22 yxzz +=⋅ . 

Для выполнения операции деления необходимо числитель и знамена-
тель умножить на комплексное число, сопряжённое знаменателю: 

2222 dc
adbci

dc
bdac

)idc)(idc(
)idc)(iba(

idc
iba

+

−
+

+

+
=

−+
−+

=
+
+

. 

Рассмотрим тригонометриче-
скую форму комплексного числа. 
Для этого ведём комплексную 
плоскость, на оси ОХ откладываем 
действительную часть комплексно-
го числа, на OY – мнимую, тогда 
число iba ±  на плоскости обозна-
чается буквой z . 
Расстояние от начала коорди-

нат до точки z  называется моду-  
 Рис. 1 
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лем комплексного числа rz = , угол ϕ – аргумент комплексного числа 
(рис. 1). 
Непосредственно из рис.1 следует, что 

,sinrb;cosra;
a
barctg;bazr ϕ=ϕ==ϕ+== 22  

т.е. алгебраическая форма комплексного числа может быть переписана в 
тригонометрической форме: 

)sini(cosribaz ϕ+ϕ=+= . 
Возведение в степень комплексного числа проводится по формуле Му-

авра, если )sini(cosrz ϕ+ϕ= , то )nsinin(cosrz nn ϕ+ϕ= , т.е. при возве-
дение в степень “n” модуль возводится в эту степень, а аргумент увеличи-
вается в “n” раз. 
Решение уравнения вида ibazn += . 
Правую часть уравнения приводим к тригонометрической форме 

)sini(cosrzn ϕ+ϕ= ,  
и из формулы Муавра получаем общее выражение для корня z :  

,
n

ksini
n

kcosrz n 





 π+ϕ

+
π+ϕ

=
22

 где k = 0,1,. . .(n-1);  

при k = 0  ,
n

sini
n

cosrz n 





 ϕ

+
ϕ

=0  

при k = 1 ,
n

sini
n

cosrz n 





 π+ϕ

+
π+ϕ

=
22

1  и т.д.,  

т.е. для каждого последующего корня аргумент получает приращение 
n
π2

. 

 
Пример 1 

Выполнить действие .
ii

)i(
+

++−
1

232 2  

Решение: 

=
−
+

+−=
+

++
++−=

+
++−

1
5343

1
23344

1
232 22

i
ii

)i(i
iiii

ii
)i(  

.iiiii
)i)(i(
)i)(i(i 844143

2
8243

11
15343 −=−+−=

−
+−=

−−−
−−+

+−=  

 
Пример 2 
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Решить уравнение 
.

)i(
)i(z

1
13

−
+

=
 

Решение: 
Преобразуем правую часть: 

.iiii
)i)(i(
)i)(i(

)i(
)i(

−=
−−−−

=
−−−
−−+

=
−
+

2
1

11
11

1
1 2  

Приведём число “-i” к тригонометрической 
форме: 

ibar += ; a=0; b=-1; r=1; π=
−

=ϕ
2
3

0
1arctg  

(рис. 2), теперь уравнение имеет вид 

.sinicosz 





 π

+
π

=
2

3
2

33  

Находим общее выражение корня уравнения:  

,
k

sini
k

cosz
3

2
2

3

3

2
2

3
π+

π

+
π+

π

=  

и все корни: 

k = 0; ,isinicosz =
π

+
π

=
220   

k = 1; ,isinicosz
2
1

2
3

6
7

6
7

1 −−=
π

+
π

=   

k = 2;  .isinicosz
2
1

2
3

6
11

6
11

2 −=
π

+
π

=  

Теоретические вопросы к разделу 1 

1. Алгебраическая форма комплексного числа и действия с ними. 
2. Тригонометрическая форма комплексного числа. Модуль и аргумент. 
3. Возведение комплексного числа в целую положительную степень. 
4. Извлечение корня из комплексного числа. 

Задание 1 к разделу 1 

а) выполнить действия:  б) найти корни уравнения: 

1.  а) ,i
ii

=++







+
2

1
1 2

   б) ,iz −= 13    

Рис. 2 
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2.  а) =





+

−
−

2
4

2
1

1
1

ii
i ,  б) ,iz += 13  

3.  а) ,i
i

)i( =−
+

+− 3
1

21 2    б) ,iz =3  

4.  а) ,i
i

)i( =−
+

+− 32

12
11      б) ,

i
z 13 =  

5.  а) ( ) ,
i

i
i

=++−





 12
3
1 2

3
   б) ,iz −= 33  

6.  а) ( ) ,
i

i
i

=
−

−++
1

21
2
1 2     б) ,iz += 33  

7.  а) ,i
ii

i
=+






+

−
+ 32

1
1

    б) ,iz 313 −=  

8.  а) ,
ii

i
=

−
++






 +

1
41

2
1 2

    б) ,iz 313 +=  

9.  а) ,
i

i
i
i

=
+

−+
−

+
31

12
1

21
    б) ,

i
iz

+
−

=
1
13  

10. а) ,
iii

i
=+








+
+

+
− 2

21
1

1
2 2

   б) .
i
iz

−
+

=
1
13  

РАЗДЕЛ 2. ПРЕДЕЛЫ 

Рассмотрим пределы четырех типов: 

I. Первый тип 

 







∞
∞

=
∞→ )x(R

)x(Q

m

n

x
lim , где )x(Qn , )x(Rm  – многочлены с наивысшими степеня-

ми « n» и « m », причем ∞=∞ )(Pn  и ∞=∞ )(Rm . Тогда 









=
>∞
>

=
∞→ nmесли,A

mnесли,
nmесли,

)x(R
)x(Q

m

n

x
lim

0
, 

где А – отношение коэффициентов при старших степенях в числителе и 
знаменателе. 
 

Пример 1 
Вычислить: 
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2
5

1922

4715

1922

4715
5

25

5

22
=

−++

+−+
=








∞
∞

−++

+−+
∞→∞→ xx

xxlim
xx

xxxlim
xx

. 

Наивысшая степень в числителе и знаменателе равна 
2
5

, при этом ко-

эффициент при старшей степени в числителе равен 5 , а в знаменателе –

2 , поэтому предел равен отношению этих коэффициентов 
2

5
. 

II Второй тип 







=

→ 0
0

0 )x(R
)x(P

m

n

xx
lim , т.е. 00 =)x(Pn  и 00 =)x(Rm . 

В этом случае в числителе и знаменателе необходимо выделить множи-
тель вида )xx( 0−  и сократить, чтобы устранить неопределенность вида 








0
0

. 

Примечание: формулы, требующиеся для вычисления пределов второ-
го типа: 

1. );)(( 00
2

0
2 xxxxxx +−=−  

2. ;2
00

22
0 xxxxx(x +±=± 2)  

3. );)(( 2
00

2
0

3
0

3 xxxxxxxx +±=± m  

4. ),xx)(xx(acbxax 21 −−=++2  где ,
a

acbbx
2

42

1
−−−

=   

.
a

acbbx
2

42

2
−+−

=  

 
Пример 2 

Вычислить: 

=
++−

−−
=






=

−

+−
→→ )xx)(x(

)x)(x(lim
x

xxlim
xx 11

21
0
0

1
23

213

2

1
 

3
1

111
21

1
2

21

−
=

++
−

=
++

−
=

→ xx
xlim

x
. 

 
Пример 3 

Вычислить: 
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=
−

+−
=






=

−
−

→→ 2
22

0
0

2
2

22 x
)x)(x(lim

x
xlim

xx
 

.)x(lim
x

22222
2

=+=+=
→

 

III Третий тип 

 Вычисление пределов этого типа основано на 1-ом замечательном 
пределе: 

1
0

=
→ x

xsinlim
x

 

и понятии эквивалентных бесконечно малых величин, т.е. – под знаком 
предела можно одну бесконечно малую величину заменить эквивалент-
ной. 
Примеры эквивалентных бесконечно малых величин: 

x~xsin αα ,       x~xarcsin αα ,  x~xtg αα .   
2

1
22 x~xcos α

α− , 

так как  
2

21 2 xsinxcos α
=α− . 

 
Пример 4  

Вычислить: 

===
− →→→

= 202200 25
2

2
551

малымбесконечно

нымэквивалент

кпереходим

x
xlim

x
xlim

xcos
xsinlim

xxx
 

∞=
⋅

==
→ 025

2
25

2
0 x

lim
x

. 

IV. Четвертый тип 

При вычислении этого предела используется 2-ой замечательный пре-
дел: 

.e
x

lim
x

x
=








α
+

α

∞→

11  

Для этого необходимо выполнить преобразование под знаком предела. 
 
Пример 5 

Вычислить: 
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=





 −=






 −=






 −

∞→∞→∞→

x

x

x

x

x

x x
lim

xx
xlim

x
xlim

222 5155  

10
10

2
5

5

5

11 eelimxlim x
x

x

x
xx

x
==





























































−+=
∞→







 −







 −

∞→

. 

Пример 6 
Вычислить: 

=







+
−=








+
−+

=







+
+ −

∞→

−

∞→

−

∞→

737373

3
11

3
13

3
2 х

x

х

x

х

x х
lim

х
)х(lim

х
хlim  

33
733

73
3

3
11 −+−

−

∞→

+−
−

−−

∞→
==





















+−

+= еelim
)х(

lim )х(
х

x

)х(
х

)х(

x
, где степень 3−  

определяется следующим образом: наивысшие степени в числителе и 
знаменателе дроби равны 1, при этом коэффициент при старшей степени 
в числителе равен 3 , а в знаменателе: 1− , поэтому предел равен отно-

шению этих коэффициентов 3
1

3
−=

−
. 

Теоретические вопросы к разделу 2 

1. Определение первого замечательного предела. 
2. Определение второго замечательного предела. 
3. Определение эквивалентных бесконечно малых величин. 
4. Применение эквивалентных бесконечно малых величин к вычисле-

нию пределов. 

Задание 1 к разделу 2  

Найти пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя:  

1.     

;
x

xlim)г;
x

xcoslim)в

;
x
xxlim)б;

x
xxxlim)а

x

xx

xx

13

20

4

13

3

12
221

183
132

−

∞→→

→∞→









+
−

−
−

−

−+⋅
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2.      

;
x
xlim)г;

xsin
xarcsinlim)в

;
xx

xxlim)б;
)x(x

xxlim)а

x

xx

xx

38

0

2

12

5

3
3

6
9

462
13

786

−

∞→→

→∞→









−
+

−
+−

+
−+

 

 

3.      

;
x
xlim)г;

xsin
xcoslim)в

;
xx

xxlim)б;
)x(x

xxxlim)а

x

xx

xx

5

0

2

3

13

3

4
1

2
91

56
55

27
435

+

∞→→

→∞→









+
+−

+−
−

−
−+

 

 

4.      

;
x

xlim)г;
xcos
xsinlim)в

;
)xx(

xxlim)б;
)x(x

xxxlim)а

x

xx

xx

12

0

2

12

2

5
55

51
33

2
67

8
123

−

∞→→

→∞→







 +

−

−
+−

−
+−

 

 

5.      

;
x
xlim)г;

xcos
xsintgxlim)в

;
xx
xxlim)б;

)x(x
xxxlim)а

x

xx

xx

32

0

2

3

12

5

63
83

21
3

4573
4511

−

∞→→

→∞→









+
+

−
⋅

+−
−

+
+−

 

 

6.      

;
x
xlim)г;

xtgx
xcoslim)в

;
x

)xx(lim)б;
x

)xx(xlim)а

x

xx

xx

1

0

4

13

5
3

23
41

1
3

59
234

−

∞→→

→∞→









+
−

⋅
−

−
−

−

+

 

 

7.      

;
x
xlim)г;

xcos
xsinlim)в

;
xx
xxlim)б;

x

)xxx(xlim)а

x

xx

xx

42

0

4

2

15

55
45

21
7

67

52

75

−

∞→→

→∞→









+
+

−

−
+−

−

+−
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8.      

;
x
xlim)г;

xsinxsin
xcoslim)в

;
x

xxlim)б;
xxx

)x(xlim)а

x

xx

xx

32

0

42

135

2

1
4

52
17

22425
83

−

∞→→

→∞→









+
+

⋅
−

−
−

++−

−

 

9.      

;
x
xlim)г;

xcos
xsinxsinlim)в

;
x

xxlim)б;
xx

)x(xlim)а

x

xx

xx

13

0

31

14
74

31
34

1725
84

+

∞→→

→∞→









+
−

−
⋅

−

−
++

−

 

 

10.      

.
x
xlim)г;

xcos
xsinxtglim)в

;
xxx

xxlim)б;
xx

)xx(xlim)а

x

xx

xx

13

0

23

2

13

83
33

61
27

23
34

25
423

−

∞→→

→∞→









+
−

−
⋅

+−
+−

++

−+

 

 

РАЗДЕЛ 3. ИССЛЕДОВАНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ  
  В ЗАДАННЫХ ТОЧКАХ « 1x » И « 2x » 

Функция )x(f  считается непрерывной в точке 0xx = , если пределы 
слева и справа существуют и равны значению )x(f 0 . 

 
Пример 1 

Дана функция  x)x(f −= 4
1

36 , исследовать на непрерывность в точках 
24 21 == x;x , сделать схематический чертеж. 

Решение: 
Находим левосторонний и правосторонний пределы при 41 =x : 

∞=−
−→

x
x

lim 4
1

04
36  (левосторонний предел при 4<x , поскольку 04 −→x ), 

т. е. показатель степени 

+∞=
+

=
−−

=
−−→ 00

1
044

1
4

1
04 )(x

lim
x

, 

следовательно, и  +∞== ∞+−
−→

36364
1

04
x

x
lim . 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 23

Правосторонний предел: 

0364
1

04
=−

+→
x

x
lim  (правосторонний предел при 4>x , поскольку 

04 +→x ), т. е. показатель степени 

−∞=
−

=
+−

=
−+→ 00

1
044

1
4

1
04 )(x

lim
x

, 

следовательно, и  0
36

136364
1

04
===

∞+
∞−−

+→
x

x
lim . 

Таким образом, функция имеет разрыв в точке 4=x . 
Рассмотрим эту функцию в окрестности 22 =x . В этом случае левосто-

ронний и правосторонний пределы равны: 

63636366363636 2
1

024
1

4
1

02
2
1

024
1

4
1

02
====== −−−

−→

+−−
+→

)(x
x

)(x
x

lim,lim  и 

равны значению функции в этой точке 6362 24
1

== −)(f , следовательно, 
в точке 22 =x , функция непрерывна. 
Схематический чертеж функции (рис. 3): 
 

 
 
 

Теоретические вопросы к разделу 3 

1. Условия непрерывности функции в точке. Левосторонние и право-
сторонние пределы. 

2. Классификация точек разрыва. 

Задание 1 к разделу 3. 

Задана функция )x(fy =  и два значения аргумента 1x  и 2x . Требуется 
установить, является ли данная функция непрерывной или разрывной для 

Рис. 3 
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каждого из данных значений аргумента, и сделать схематический чертеж. 

1.   x)x(f −= 5
1

8 , 01 =x , 52 =x ; 

2.   x)x(f += 4
1

11 , 41 −=x , 22 =x ; 

3.   x)x(f += 1
1

3 , 31 =x , 12 −=x ; 

4.  6
1

9 −= x)x(f , 61 =x , 82 =x ; 

5.   x)x(f −= 7
1

10 , 31 =x , 72 =x ; 

6.   x)x(f += 2
1

5 , 21 −=x , 42 =x ; 

7.   x)x(f −= 9
1

14 , 51 =x , 92 =x ; 

8.   x)x(f += 3
1

4 , 31 −=x , 52 =x ; 

9.   x)x(f −= 8
1

6 , 01 =x , 52 =x ; 
 

10. x)x(f −= 1
1

7 , 01 =x , 12 =x . 
 
 

Задание 2 к разделу 3.  

Задана функция y = f(x). Найти точки разрыва функции, если они суще-
ствуют. Сделать чертеж. 

1. 








>
≤<−+

−≤+−

=
;x,x

;x,)x(

;x),x(

)x(f
0

011

11
2  6. 









π>−
π≤<

≤−
=

;x,x
;x,xsin

;x,x
)x(f

2
0

0
 

2. 








>+−
≤<−+

−≤+

=
;x,x

;x,x

;x,x

)x(f
13

111

12
2  7. 









≥
<<+

≤

=
;x,x

;x,x

;x,xcos

)x(f
1

101

0
2  
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3. 








≥−
<<−−

≤−

=
;x,x

;x,)x(

;x,x

)x(f
23

201

0
2  8. 









>+
≤<

≤−

=
;x,x

;x,x

;x,x

)x(f
21

20

0
2  

4. 








π≥
π≤<

≤−
=

;/x,
;/x,tgx

;x,x
)x(f

42
40

02

 9. 








>
≤<+

≤−

=
;x,

;x,x

;x,x

)x(f
12

101

02
2  

5. 








≥
<≤−+

−<+

=
;x,x

;x,x

;x,x

)x(f
12

112

14
2  

 

10. 








≥
<<

≤−

=
.x,

;x,x
;x,x

)x(f
41

40
02
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3 

ПРОИЗВОДНЫЕ И ЭЛЕМЕНТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ И ЗАДАНИЯ 

Раздел 1. Производные 

Таблица производных основных элементарных функций: 

;

;

;

xcos
1y'tgx;y

sinx;y'cosx;y

cosx;y'sinx;y

ey';ey

lna;ay';ay

nxy';xy

2

xx

xx

1nn

==

−==

==

==

==

== −

 6.

 5.

 4.

 3.

2.

1.

          

.

;

;

;

;

;

x
y'lnx;y

x
y'arcctgx;y

x
y'arctgx;y

x
y'arccosx;y

x
y'arcsinx;y

x
y'ctgxy

1
1

1

1

1
1

1
sin

1;

2

2

2

2

==

+
−

==

+
==

−

−
==

−
==

−==

 12.

 11.

1
1 10.

 9.

 8.

 7.

2

 

Правила дифференцирования: 

,;.7
,.6

,

,

,

uc)'cu(y'cuy
0,y'cy

U'F'y',F(U(x))y5.
b),af(axy',b)f(axy4.

V
UV'VU'y',

V
Uy3.

U,V'VU'y',UVy2.
,V'U'y'VUy1.

XU

2

′===
==

==
+=+=

−
==

+==
+=+=
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где −c,b,a некоторые постоянные. 
Правила действий со степенями: 
1. ;xxx nmnm +=⋅  

2. ;x
x
x nm

n

m
−=  

3. ;xx n
m

n m =  

4. .x)x( mnnm =  
 
Пример 1 
Найти производную функции 

2
3

6
5

2
12

2
1

3
4

2
1

23
4

23 4
3333 xxxx

x

xx
x

xxy +=+=
+

=
+

=
−−

. 

Решение: 

x
x

xx'y
2
9

6
5

2
33

6
5

6
2
1

6
1

+=⋅+=
−

. 

 
Пример 2 
Найти производную функции 

;xlnsiny 63= . 
Решение: 
Функция сложная, и её можно записать с помощью промежуточных ар-

гументов: 
xw;wlnv;vsinu;uy 63 ==== . 

Каждый из промежуточных аргументов является основной элементар-
ной функцией (см. таблицу производных, стр. 24). 

.xlncosxlnsin
xx

xlncosxlnsin

w
vcosu'w'v'u'y)x()x(ln)xln(sin))xln((sin'y xwvu

6636
6
1663

6136666

22

23

==

===′′′′=
 

 
Пример 3 
Найти производную произведения 2-х функций: 

.xsinxy 224 3=  
Решение: 
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,xcosxsinxxsin
x

)'x(sinxxsin)'x('y 2242
4

322 4 32
4

24 324 3 ⋅++=+=  где 

( ) 4
4

1
4
3

4 3

4
3

4
3

x
xxx

|
|

==












=

−
; 

.xcosxsinxcosxsin)x(sin | 224222222 =⋅=  
 
Пример 4 
Найти производную частного: 

.xlny x3

4 3
=  

Решение: 

.
3ln4

ln43
3

ln3ln3
ln4
33

3ln3)3(
ln4

31ln
4
3ln)ln(

3
ln)3(3)ln('

42

4 3
4

4
4
1

4
3

4 3

2

4 34 3

xx

x
x

xx

x

xx

xx
xx

x
xx

xxx
xxx

xxy

−
=

−
⋅

=

=

=′

==
′









=′=

=
′−′

=

−

 

 

Теоретические вопросы к разделу 1 

 
1. Определение производной в точке, геометрический смысл. 
2. Правила дифференцирования суммы, частного двух функций. 
3. Правило дифференцирования сложной функции. 
 

Задание 1 к разделу 1   

Найти производные данных функций: 
 

1. 

;xlny)г;xcosxy)в

;xcoslny)б;
x

xxxy)a

x2
7

724

3 2
23 2

2
5 2

3 2

==

=
−+

=
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2.

;xtgy)г;xsinxy)в

;xsincosy)б;
x

xxy)a

x52

223

3
35 4

2
4 3

36 5

==

=+−=
 

3. 

;xln
y)г;xcosxy)в

;xlnsiny)б;
x

xx
y)a

x

3

53

4
2
14

3

3
34 3

3
5 3

3 27 4

==

=
+−

=

 

4. 

;
x

xcosy)г;xy)в

;xcostgy)б;
x

xxy)a

x
5 4

3 8
5

2
6 5

47 3

55

432

==

=+−=

 

5. 

;
xcos

xy)г);xx(ey)в

;xsinlny)б;
x

xxy)a

x

3
1

844

4

6 2
2

4
5 4

5 26 5

+
=+=

=
+−

=
 

6. 

;
e

xsiny)г;xtgxxy)в

;xcosarcsiny)б;
x

xxy)а

x2

5
25 2

2
5 3

4 33 2

23

443

=⋅+=

=−+=
 

7. 
( )

;
xsin

y)г;xxcosy)в

;xxarctgy)б;
x

xxy)а

x

3
2154

45

2

3
4 26

22
7 5

64 3

=+⋅=

+=
−+

=
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8. 

;xsiny)г;xxsiny)в

;xtgsiny)б;
x

xxy)а

x10
2242

526

3 2
5 35

4
3

54 3

=+⋅=

=
+−

=
 

9. 

;xlny)г;xxcosy)в

);xcos(tgy)б;
x

xxy)а

x5
2213

42              13

4 3
3 24

6
4 3

3 25 4

=+⋅=

=++=
 

10. 

.
xarctg

y)г;xxxtgy)в

);xtg(siny)б;
x

xxy)a

x

2
67

623

2

5
22

4
7 4

3 26 5

=+⋅=

=+−=

 

Раздел 2. Экстремум функции, его классификация 

Необходимое условие экстремума в точке 0xx = :  
00 =)x('y ,   или  )x('y 0   –  не существует.  

При этом  
если 000 >− )x('y ; 000 <+ )x('y  – в точке 0x  функция имеет макси-

мум;   
если  000 <− )x('y ; 000 >+ )x('y  – минимум. 
если производная свой знак не меняет, то экстремума нет, точка 0x  – 

называется критической или стационарной. 
 
Пример 1 
Исследовать на экстремум: 

.xxy 22 +=  
Решение: 

1022022 0 −==+=+= x;x;'y;x'y  – критическая точка. 
Находим знак производной слева и справа от точки 10 −=x . 

,)('y;)()('y 020022222 >=<−=+−=−   т.е. .min)(y −−1  
 
Пример 2  
Исследовать на экстремум: 
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.xy 3 2=  
Решение: 

33
2

x
'y =  – не существует в точке 0=x . 

Находим знак производной в окрестности критической точки:  

0
3
210

3
21 >=<

−
=− )('y;)('y , т.е.  min)(y −0 . 

 
Пример 3  
Исследовать на экстремум: 

.xey x−=  
Решение: 

;)x(e;'y);x(ex)'e(e)'x('y xxxx 0101 =−=−=+= −−−  
1=x  – критическая точка. 

Находим знаки производной в окрестности критической точки 1=x : 
032010 2 >=<−= −e)('y;)('y  т.е. min)(y −1 . 

Теоретические вопросы к разделу 2 

1. Необходимые условия экстремума. 
2. Достаточные условия экстремума. 

Задание 1 к разделу 2 

Исследовать на экстремум: 

,

,

,

4
4    á)                                   ,  a) 5.

23    á)                                    , a) 4.

8
2

    á)                       , )( a) 3.

33    á)                                ,  a) 2.

6),(xx   á)                     ,  a) 1.

2

42
2

2

2
2

232

2

+
==

−−==

+=−=

+−==

−==

x
xy

e
xy

xxy
e
xy

x
xyexxy

x,xxyexy

yxlnxy

x

x

x

x
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.

,

,

xxx
yexy

x,xy
x
xy

x,xy
e

xxy

xxxy
x

ey

xy
x
ey

x

x

x

x

694
10   á)                                  , a)   10.

tg3   á)                                      , ln a)   9.

cossin   á)                               , 2 a)   8.

3632   á)                                     ,  a)   7.

23   á)                                      , a)   6.

23

2

3 23

3 2
2

+−
==

+==

+=
+

=

−+==

−==

 

  

Раздел 3. Наибольшее и наименьшее значение функции 
 f(x)y =  на отрезке ][ ba;  

Задача нахождения наибольшего и наименьшего значения функции на 
отрезке решается в такой последовательности: 

1.  находятся критические точки функции и отбираются те, которые по-
пали в заданный интервал; 

2.  находится значение функций в этих точках и на границе интервала; 
3.  из полученных значений выбираются наибольшие и наименьшие зна-

чения. 
 
Пример 1 
Найти наибольшее и наименьшее значение функции )x(y  на интерва-

ле ]:[ 41  

13 23 +−= xx)x(y . 
Решение: 

1. находим критические точки: 

;x;x
,)x(x

,xx'y

20
02

063

21

2

==
=−

=−=
 

в интервал [1;4] попадает только 2x . 
2. Находим значение функции в точке 22 =x  и на границах интервала: 

32 −=)(y ; 11 −=)(y ; 174 =)(y , 
т.е. наибольшее значение функции 174 =)(y , наименьшее – 32 −=)(y . 
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Теоретические вопросы к разделу 3 

1. Условия существования критической точки. 
2. Определение наибольшего и наименьшего значения функции на от-

резке. 

Задание 1 к разделу 3 

Найти наибольшее и наименьшее значение функции )x(f  на 
отрезке ]b;a[ : 

1. ;xsinx)x(f −=  [ ],;ππ−  

2. ;xx)x(f 481 −=  [ ],;42−  

3. ;xx)x(f 44 +=  [ ],;33−  

4. ;xcosx)x(f +=
2
3

 ,; 



 π

2
0  

5. ;x)x(f 223 −=  [ ],;41−  

6. ;xx)x(f 2
3
5 35 +−=  [ ],;30  

7. ;xsinx)x(f −=
2
3

 ,; 



 π

2
0  

8. ;xx)x(f 7123 +−=  [ ],;31−  

9. ;xx)x(f 2163 34 +−=  [ ],;23−  

10. ;xx)x(f 133 +−=  .; 



 3
2
1
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 4 

НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ И ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ И ЗАДАНИЯ 

Раздел 1. Неопределенный интеграл 

Алгоритм решения неопределенных интегралов сводится к следующе-
му: 

1. при помощи преобразований привести интеграл к табличному; 
2. используя таблицу интегралов, найти первообразную по формуле: 

∫ += C)x(Fdx)x(f , 
где )x(f  – подынтегральная функция; )x(F  – первообразная; C  – произ-
вольная постоянная. 
Ниже  приведена таблица основных интегралов, где a  и b  – постоян-

ные коэффициенты, причем 0≠a , а b  – любое. 
Таблица интегралов 

∫ +
+

+
=+

+
;C

n
)bax(

a
dx)bax(.

n
n

1
1 1

1
  ∫ ≠+

+
=

+
1;nC,

1n
xdxx  1

1n
n`.  

∫ ++=
+

C;baxln
a
1

bax
dx 2.  C;ln

x
dx  2`. +=∫ x  

;Cb)cos(ax
a
1b)dxsin(ax 3. ∫ ++−=+ ;Ccos(x)sinxdx  3`. ∫ +−=  

;Cb)sin(ax
a
1b)dxcos(ax 4. ∫ ++=+  ;Csinxcosxdx  4`. ∫ +=  

C;bcosaxln
a
1b)dxtg(ax 5. ++−=+∫ C;cosxlntgxdx  5`. +−=∫  

C;b)sin(axln
a
1b)dxctg(ax 6. ++=+∫ C;sinxlnctgxdx  6`. +=∫  

;C
lna
adxa 7.

x
x∫ +=  ;C

α
edxe  7`.

x
αx∫ +=

α

 

C;
a
xarctg

a
1

ax
dx 8. 22 +=
+

∫  C;arctgx
1x

dx  8`. 2 +=
+

∫  
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;C
a
xarcsin

xa

dx 9.
22∫ +=

−
 ;Carcsinx

x1

dx  9`.
2∫ +=

−
 

C;
ax
axln

2a
1

ax
dx 10. 22 +

+
−

=
−

∫  C;
1x
1xln

2
1

1x
dx  10`. 2 +

+
−

=
−

∫  

C;b)tg(ax
a
1

b)(axcos
dx 11.

2
++=

+
∫  C;tgx

xcos
dx  11`. 2 +=∫  

.C)bax(ctg
a)bax(sin

dx. ∫ ++−=
+

1 12 2
.Cctgx

xsin
dx

∫ +−=2  12`.  

I. Интегрирование степенных функций 

Наиболее распространенным является интеграл от степенной функции 
(таблица интегралов, с. 34). Для вычисления этих интегралов необходимо 
знать следующие правила действий со степенями, приведенными на стр. 
26. 

 
Пример 1 
Вычислить: 

=
















−+−+−=

=
















−+−+−=

=















+−

−+−=

=












 +−
−+−

∫

∫

∫

∫

−

−−+−
−

dxxxxxxx

dxxxxxxx

dx

x

xxxx

x

xx

dx
x

xxxx
x

xx

2
1

6
5

4
54

1

4

2
11

2
1

3
11

2
1

4
74

1

4

2
1

3
1

4
7

4
1

4

34 7

4
4

2
3

55
8
5

2
3

55
8
5

2

3

55
8
5

2
3

55
8
5
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.
3
4

11
6

9
4

9
20

2
5

8
1

3
4

11
6

9
4

9
20

2
5

8

1
2
12

1
6
51

4
51

4
13

5
2

5
58

5

6 5424 325

2
3

6
11

4
9

4
3

2
5

1
2
11

6
51

4
51

4
1

25

Cxxxxxxxxx

Cxxxxxx

Cxxxxxx

+−⋅+⋅−+−=

=+−+−+−=

=+
+

−
+

+
+

−
+−

⋅+−=
++++−

 

Задание 1 к разделу 1 

∫

∫

∫

∫

∫

+
+−+

−
++−

+
−+−

−
−+−

+
−−+

)dx;
x

xxx5x3
x2

1(6x5.

)dx
x4

x23x
3
1

x
2x

9
2(4.

)dx
x

x8x4x4
x

1(5x3.

dx;)
x

xxx6
x

6x
4
3(2.

3
271

3

5 23 2

4
3

4 3

3 25

4
7

3 2

2

3 2
5

3 2

52

9

4 3

3 2

7
2

;

;

;dx)
x

xxxx
x

x(.

 

;)dx
x

x-x32x
x4

1(2x 8.

dx;)
x

x3xx48
x3

4x
4
5( 7.

dx;)
x

x2xx8x
x3

4(5x .6

4 3

4

4 2
4

4 2

4 33

3 2
2

3 2

4 6

3 2
7

∫

∫

∫

−+−

−
+−+

+
−+−
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∫

∫

+
−++

−
+−−

)dx.
x

xxx
3
2

x9

3(2x 10.

;)dx
x6

xx2xx
4
1

x
2(7x 9.

4 3

3 5

4 3
2

4 3

34 3

3 2
4

x

 

II. Интегрирование заменой переменной 

Этот метод интегрирования основан на введении в подынтегральную 
функцию новой переменной величины и ее дифференциала, причем за-
мену переменной необходимо подбирать таким образом, чтобы в исход-
ном интеграле присутствовал дифференциал новой переменной в явном 
виде. Рассмотрим несколько примеров. 

 
Пример 2 

Вычислить: 

∫ ∫∫ =+
−

=
−

=







−
=

−
=

=−
=

= Ctdttdtt
dtxdx

dtxdx
tx

xdxx
85

1
5
1

5
5

5sin
5sin5
5cos

5sin5cos
8

777

 

.Cxcos
+

−
=

85
1 8

 

 
Пример 3 
Вычислить: 

.CarctgeCarctgt
t

dt
dxedt

te
dx

e
e x

x

x

x

x
+=+=

+
=

=

=
=

+
∫∫ 22 11

 

 
Пример 4 
Вычислить: 

∫∫ +=+===

=
= .CxlnlnCtln

t
dt

dt
x

dx
txln

xlnx
dx 4444

 

Замечание: после введения новой переменной и вычисления интеграла 
необходимо вернуться к исходной переменной. 

 

Задание  2 к разделу 1 
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1. ;dx
x

xln)a ∫
− 3

 ;dx
x

xdx)б ∫
+12

 

2. ;dx
x

x)a ∫
+4 3

2

3
 ∫

+
;dx

e
e)б

x

x

21
 

3. ;dx
ecos

e)а
x

x

∫ 2
 ;dxxe)б x∫ + 21  

4. ∫ + ;dxxx)a 5 43 15  ∫
+

;dx
x

xarctg)б 2

3

1
 

5. ∫ ++ ;)1(4) 34 4 dxxxxà  ;dx
x

xarcsin)б ∫
− 2

3

1
 

6. ;xdxx)а ∫ +3 2 2  ∫
+

;dx
xsin

xcos)б
3 1

 

7.  ;dxxcosx)а ∫ 432  ;dxx)x()б ∫ + 2103 4  

8. ;dx
x
xln)а ∫

− 3
 ∫ ;dxesine)б xx  

9. ∫ + ;xdxsin)xcos()а 21 2 ∫ ;dxtgxx)б 32  

10. ;
xcos

dxtgx)a ∫ 2
3  .dx

x
xlnxln)б ∫

− 52
 

III. Интегрирование по частям 

Формула интегрирования по частям имеет вид ∫ ∫−⋅= VdUVUUdV , т.е. 
исходный интеграл ∫ dx)x(f  необходимо, вводя новые функции U  и V , 
представить в виде ∫UdV , а затем построить правую часть формулы. По 

такой формуле вычисляются интегралы вида: ∫ ∫ ;dxex;xdxsinx xnn  

∫ ;xdxcosxn  причем, вместо x  может быть линейная подстановка )bax( + . 

В этом случае степенная функция nx  обозначается функцией U ,  
а dV  – все остальные множители. Формулу интегрирования по частям 
можно применять многократно, например, в вышеуказанных интегралах 
формулу необходимо применить « n » раз. 

 
Пример 5 
Вычислить: 
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.Cxcosxsinxxdxsinxsinx

xsinV

dVxdxcos
dUdx;Ux

xdxcosx ++=−=

=

=
==

= ∫∫ 2
4
12

2
2

2
12

2
2

2
1

22  

Кроме указанных интегралов по этой же формуле вычисляются инте-
гралы вида: ∫ ∫ ∫ xdxarcsin;arctgxdx;xdxln  и т.п. 

 
Пример 6 
Вычислить: 

.CxlnxarctgxCtlnxarctgx
t
dt

dtxdx

;xdxdt
;tx

xarctgx

x
xdxxarctgx

xV;dxdV
x

dxdU;Uarctgx
arctgxdx

++−=+−=−

=

=
=+

−=

=
+

−=
==

+
==

=

∫

∫∫

2

2

2
2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1
1

 

 
Пример 7 
Вычислить: 

.5ln5ln

5ln
;

;;5ln
5ln

Cxxxdxxx

x
xdxxx

VxdVdx
x

dxdUUx
xdx

+−=−=

=−=
==

==
=

∫

∫ ∫
 

 

Задание 3 к разделу 1 

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 40

( )

( )
( )
( )
( ) ;dxxarctgxsin)x(.

;dx)xln(dxe)x(.

;dxxlnxcosx.
;dxxlne)x(.

;dxxarcsinxsin)x(.

;dxxarctgxcos)x(.

x

x

∫
∫

∫
∫

∫

∫

++

+++

+

+−







 +−

+−

−

72236
1455

454
32413

2
2

312

32721

5

7  

.dx)x(arctgdxe)x(.

;xdxarcsinxsin)x(.

;dx)xln(xdxcos)x(.
;dx)xln(e)x(.

x

x

∫

∫

∫
∫

+++

−−

++−

−++

−

−

18410

3
2

39

25338
52317 2

 

IV. Интегрирование рациональных дробей 

Рассмотрим интегрирование рациональных дробей вида:  

)x(R
)x(Q

n

m , 

где )x(Qm  и )x(Rn  – рациональные многочлены степени m  и n . 
Если nm ≥ , то дробь называется неправильной, если nm < , то дробь – 

правильная. 
Интегрируются только правильные дроби, поэтому, если под интегра-

лом дробь неправильная, то ее необходимо представить в виде суммы 
целой части и правильной дроби, а затем выполнять интегрирование. 

 
Пример 8 
Вычислить: 
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∫

∫

+−
−

++=

=

−−
+−

+−

+−

−+
+−

+

=
+−

+

.)
23

573(

57
693

123
23

3
231

:
.

23
1

2

2

2

23

2
3

2

3

___

___

dx
xx

xx

остатокx
xx

xx
xxx

частьцелаяx
xxx

частьцелуюВыделим
дробьаянеправильнинтеграломПод

dx
xx

x

 

 
Рассмотрим теперь интегрирование правильной дроби. Для этого ее 

надо представить в виде суммы простейших дробей и привести к общему 
знаменателю: 

 

,
)2)(1(

2
21)2)(1(

57
23

57
2 −−

−+−
=

−
+

−
=

−−
−

=
+−

−
xx

BBxAAx
x

B
x

A
xx

x
xx

x
 

где А и В – неопределенные коэффициенты, так как 
)2)(1(

57
+−

−
xx

x = 

)x)(x(
)BA(x)BA(

21
2
−−

−−++
= , то )2()(57 BAxBAx −−++=− , приравнивая ко-

эффициенты при 1x  и при 0x , получаем систему: 

.9;2
,52

,7
=−=⇒





−=−−
=+

BA
BA

BA
 

Таким образом, правильная дробь представляется суммой двух про-
стейших дробей: 

.
2

9
1

2
)2)(1(

57
−

+
−

−
=

−−
−

xxxx
x

 

Выполним теперь интегрирование исходного интеграла: 

∫ ∫∫∫ =
−−

−
++=

+−
−

++=
+−

+ dx
xx

xdxxdx
xx

xxdx
xx

x
)2)(1(

57)3()
23

573(
23

1
22

3

.2ln91ln23
22

9
1

23
2

22

Cxxxxdx
x

dx
x

xx
+−+−−+=

−
+

−
−

++= ∫∫  
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Рассмотрим интегрирование квадратного трехчлена путем выделения 
полного квадрата и приведения исходного интеграла к табличному. 

 
Пример 9 

Вычислить: 

∫ ∫∫ +
+

=
++

=
+++

=
++

.Cxarctg
)x(
dx

xx
dx

xx
dx

2
1

2141252 22222
 

 
Пример 10 

Вычислить: 

=
−+

=
−+⋅+

=
++

∫∫∫
12122234 2222 )x(

dx
xx

dx
xx

dx
 

C
x
xlnC

x
xln +

+
+

=+
++
−+

=
3
1

2
1

12
12

2
1

. 

 
Пример 11 

Вычислить: 

=
+−

=
−−−

=
−−

∫∫∫ 2222 1412423 )x(

dx

xx

dx

xx

dx
 

Cxarcsin
)x(

dx
+

+
=

+−
= ∫ 2

1

12 22
. 

Теоретические вопросы к разделу 1 

1. Неопределенный интеграл, его свойства. 
2. Интегрирование заменой переменной. 
3. Формула интегрирования по частям, типы интегралов, которые вы-

числяются по этой формуле. 

Задание 4 к разделу 1 
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.
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx

xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx

xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

++−−
++

+−−−
+−

−−−−
++

+−−
++

−−+−
+−

−++−
−+

+−+−
++

+++−
+−

−+−
−+

+++−
+−

1443
12310

2854
239

12443
328

454
1357

2127
3246

2334
1435

32107
5344

8465
1323

223
1232

13665
4351

22

24

22

34

22

24

22

24

22

3

22

34

22

34

22

4

22

24

22

4

 

 

Раздел 2. Определенный интеграл 

Определенный интеграл с постоянными пределами интегрирования 
имеет вид: 

∫
b

a
dx)x(f , 

где а – нижний предел интегрирования; b – верхний предел интегрирова-
ния; )x(f  – подынтегральная функция. 
Вычисляется определенный интеграл по формуле Ньютона–Лейбница: 

)a(F)b(F)x(Fdx)x(f
a

bb

a
−==∫ , 
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т.е. для вычисления необходимо найти первообразную )x(F , подставив 
вместо  x  верхний предел b  и вычесть значение первообразной при ax = . 

 
Пример 1 
Вычислить: 

.)()(

)xxx(dx)xxx(dx)
x

xx(

6363

6
7

3
2

2
2

1

2

1

6
1

3
1

3

22
7
646

7
18

7
66122

7
6464

1

2

6
7

3
2

44242

+−=+−−+−=

=+−=+−=
−

−∫ ∫
−

 

При вычислении определенного интеграла заменой переменных необ-
ходимо вводить новые пределы интегрирования, соответствующие новой 
переменной. 

 
Пример 2 
Вычислить: 

).122(
3
2)21(

3
2

3
2)(

11
2

cos

;210cos
sin
1cos

sincos1

2
3

2
3

1

2

2
31

2

2/

0

−=−−=

=−=−=

=+=

=+=
−=

=+

=+ ∫∫ tdtt

t

t
xdxdt
tx

xdxx

Верх

Ниж

π

π
 

Вычисление определенного интеграла по частям. 
 
Пример 3 
Вычислить: 

.
4
1

44
1

4
1

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

2
1

2
2
1;

;

2
22

1

0

22
1

0

22

1

0

2
1

0

2
22

1

0

2

+=+−=−−=−−=

=−=
==

==
= ∫∫

eeeeeee

dxeex
eVdVdxe

dUdxUx
dxxe

xx

xx
xx

x

 

Теоретические вопросы к разделу 2 
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1. Определенный интеграл, его свойства. Формула Ньютона–Лейбница. 
2. Интегрирование определенного интеграла заменой переменной и по 

частям. 
 

Задание 1 к разделу 2 

 

;dx
xcos
tgxxtg

)б

;dx)xcos)x(xx()a.

;dx
e

e)б

;dx)e)x(xx()a.

;dx)xx(tgx)б

;dx)xsin)x(xx()a.

;dx
x)xn(

dx)б

;dx)xexx()a.

;dx
xcosx

dx)б

;dx)xsinxxx()a.

/

x

x

x

е

x

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

π

−

−

−++

−

−−−

+−−

⋅+

−−

+−

4

0
2

33

1

0

3
3

1

0 2

1

0

25 33

1

0

55

1

0

3 2
2

1
2

1

0

25 32

1

0 424 3

1

0

3 2

153
5

5

1

274

212
4

3

1

4
572

2
4

351

l

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 46

.dx
x

xlnxln)б

;dx)xsin)x(xx()a.

;dx
xsin

xdxcos)б

;dx)xcos)x(xx()a.

;dx
e

e)б

;dx)e)x(xx()a.

;xdxcosxsin)б

;dx)xexx()a.

;dx
xsin

xcos)б

;dx))xsin(xxx()a.

е

/

x

x

x

x

/

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

++

+−+

+

−+−

+

−−−

+

++

−

−−+

π

π

−

π

0

33

1

0

4 32

6

0
2

1

0

33

1

0
2

1

0

24 63

0

1

0

3 24

6

0
2

1

0

2
7

1

3
1310

1

22
5
19

1

27238

2

527

4

236
3

6

 

 

Раздел 3. Вычисление площади плоской фигуры 

Последовательность вычисления площади плоской фигуры определен-
ным интегралом следующая (рис.1): 

1. находим точки пересечения заданных линий; 
2. находим точки пересечения линий с координатными осями; 
3. строим область, ограниченную линиями на плоскости XОУ; 
4. составим определенный интеграл и вычислим искомую площадь. 
 
Пример 1 
Найти площадь, ограниченную линиями 1232 −=+−= xy;xxy . 
Решение: 
Находим точки пересечения линий. Для этого приравняем правые час-

ти уравнений: 
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,x;x;x;xxxxx , 3112034123 2121
22 ==±==+−⇒−=+−  

т.е. точки пересечения );0;1(A  )2;3(B  (рис.1). 
Строим заданные линии на плоскости ХОУ: 
1. точки пересечения параболы: 232 +−= xxy  с осью ОХ: 

;2,1;023 21
2 ===+− xxxx  

2. через точки А и В проводим прямую. Через точки 21 21 == x;x  на 
оси ОХ и точки А и В проводим параболу. Получаем область, ограничен-
ную линиями, площадь которой необходимо вычислить; 

3. составляем определенный интеграл:  

,dx)yy(S
b

a

X

X
∫ −= 21  

где 1y  – линия, ограничивающая область сверху; 2y  – линия, ограничи-
вающая область снизу; aX  – наименьшее значение переменной x  в об-
ласти; bX  – наибольшее значение переменной x  в области. 

 
 
 
 
В нашем случае: 

.
3
11)32

3
1()9189(

)32
3

()34())23()1((
3

1

3

1
2

33

1.

22

=−+
−

−−+−=

=−+−=−+−=+−−−= ∫ ∫ xxxxxdxxxxS

 

Теоретические вопросы к разделу 3 

1. Схема вычисления площади плоской фигуры определенным инте-

Рис.4 
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гралом, нахождение пределов интегрирования, построение подынтеграль-
ной функции. 

Задание 1 к разделу 3 

Вычислить площадь, ограниченную линиями: 

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

;xy;xxy)a.

2612710

1569

2658

281897

241496

1345

22454

2863

2416102

21071

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

−=+−=

−−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

   

.xxy;xy)б

;xy;xxy)б

;xxy;xxy)б

;xy;xxy)б

;xxy;xxy)б

;xxy;xxy)б

;xxy;xxy)б

;xxy;xxy)б

;xy;xxy)б

;xy;xxy)б

22

22

2

2

22

22

22

22

22

22

4

42

24

6

224

26

37

42

4

2

−==

−=−=

−=+=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=
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