
Функции насыщения отражают многие процессы в физике, технике, экономике, биологии, социологии и других областях. Чтобы эффективно исследовать названные процессы, проектировать соответствующие технические  устройства, прогнозировать их работу, необходимо уметь их моделировать. Особое место функции насыщения занимают в электротехнике. Большинство электротехнических, электронных и электромагнитных устройств характеризуют функции насыщения. Кривые намагничивания магнитных материалов, вольт-амперные характеристики полупроводниковых диодов, стабилитронов, тиристоров, транзисторов отражают функции насыщения. Применение адекватного аналитического описания экспериментальной зависимости позволит по значениям параметров уравнения, описывающего данную зависимость, судить о техническом состоянии устройства и о продолжительности его последующей   эксплуатации, даст возможность прогнозировать критический предел функционирования и остаточное время «жизни» устройства [1].
    В настоящее время предложено много математических моделей функций насыщения. Наибольшее распространение  получили методы формирования эмпирических зависимостей по выбранным точкам. Такой подход предполагает предварительное знание экспериментально полученной нелинейной функции насыщения для всего интервала работы устройства (рис. 1), выбор характерных точек на всей кривой и вычисление параметров аппроксимирующей функции [2]. Однако, в каждом конкретном случае необходим анализ вида приближаемой функции. Для моделирования процессов с насыщением лучшее приближение могут обеспечить экспоненциальные функции, причём, даже ограничиваясь двумя параметрами можно получить адекватную модель [3]. В  настоящей статье разработан алгоритм реализации метода МНК, использующий экспоненциальную функцию с тремя параметрами.
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Рис.1. Функция насыщения

Часто в качестве аппроксимирующей выбирают экспоненциальную функцию вида [4]:
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)Для вычисления 3-х параметров данной функции нужны координаты 3-х                                                                                                                           точек исходной кривой.
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)Однако, в практике эксплуатации технических устройств, в экономических процессах исходная табличная функция       характеристик  электротехнических устройств конкретных процессов неизвестна для всего интервала.                                                                             
 При изучении подобных процессов предварительно установлены закономерности, имеющие характер функций насыщения и моделируемые экспоненциальными функциями. А в конкретной практике на начальных этапах течения процессов или эксплуатации технических устройств можно измерить только координаты начальных точек. И по ним необходимо установить закономерность конкретного интересующего процесса и, главное, прогнозировать показатели процессов в будущем.
Пусть исследуемый процесс характеризует экспоненциальная функция вида
   	.

При b < 0 ; ; y = C   - горизонтальная асимптота.
Пусть  экспериментально  получены  координаты  нескольких  точек (n>3) на начальном участке
Таблица 1.
Экспериментальные значения координат функции

	t
	0.0
	0.1 
	0,2
	0,5
	0,8
	1

	y
	0.0
	1.0    
	2,32
	3,53
	4,19
	4,46



Если последнее уравнение  преобразовать к виду
,
и прологарифмировать, то получим уравнение:
 .   			

Сначала определим параметр С. Для этого целесообразно выбрать крайние экспериментальные точки: В1 (0,1); В2 (1, 4.46). Определим средние арифметические значения для аргумента    
,

и для функции (можно линейной интерполяцией, если ys(ts) не задано в экспериментальной таблице). Для приведённого примера ys(ts) = 3.53; тогда координаты ВS (0.5, 3.53). Подставим координаты точек В1, В2 и ВS в искомую экспоненциальную функцию: 
,
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отсюда
,
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Следовательно:
 ,

т.е. .

Решив последнее уравнение относительно С, можно записать:
    .				
Подставив в последнее выражение  значения функции , получим:
 .
Теперь для определения параметров a и b  с учётом всей совокупности экспериментальных точек можно использовать метод наименьших квадратов (МНК) [5]. Исходя из условия минимума суммы квадратов отклонений табличных значений yi от эмпирических , можно записать:

							
Из условия экстремума функции 2-х искомых переменных a и b частные производные по этим параметрам должны равняться нулю:

  .				
Используя логарифмирование  перепишем сумму в виде:

Здесь обозначено:


где  , тогда для  частных производных по параметрам А и b систему уравнений для частных производных можно записать в виде:


			

Группируя коэффициенты при неизвестных, последняя система уравнений преобразуется к виду:

					

Введём следующие обозначения:


тогда нормальная система уравнений по МНК имеет вид:

					.
					
Для вычисления коэффициентов системы  нужно составить таблицу 2, учитывая, что С=5.00:

Таблицa 2.
Исходные данные для построения аппроксимирующей функции

	N
	ti
	
	yi
	ui=5-yi
	zi=ln ui
	ziti
	ypi
	
	

	1
	0.0
	0.00
	0.00
	5.00
	1.38
	0.00
	0.99
	0.01
	0.0001

	2
	0.2
	0.04
	2.32
	2.68
	0.99
	0.20
	2.31
	0.01
	0.0001

	3
	0.5
	0.25
	3.53
	1.47
	0.39
	0.19
	3.52
	0.01
	0.0001

	4
	0.8
	0.64
	4.19
	0.81
	-0.21
	-0.17
	4.19
	0.00
	0.0000

	5
	1.0
	1.00
	4.46
	0.54
	-0.61
	-0.61
	4.46
	0.00
	0.0000

	6
	1.5
	2.25
	4.80
	0.20
	-1.61
	-2.42
	4.80
	0.00
	0.0000

	7
	2.0
	4.00
	4.93
	0.07
	-2.61
	-5.23
	4.93
	0.00
	0.0000

	8
	2.5
	6.25
	4.97
	0.03
	-3.61
	-9.03
	4.97
	0.00
	0.0000

	9
	3.0
	9.00
	4.99
	0.01
	-4.61
	-13.84
	4.99
	0.00
	0.0000

	10
	4.0
	16.00
	4.999
	0.001
	-6.61
	-26.45
	4.999
	0.00
	0.0000

	
	

	


	      
  
	
	

	

	
	
	



В таблице 2 последние три столбца таблицы - расчётные значения  аппроксимирующей функции, отклонения  её значений от экспериментальных и квадраты отклонений  заполняются после решения системы.
Определители решаемой системы равны





По формулам Крамера выпишем решение системы уравнений:




Отсюда		.

Таким образом, аппроксимирующая функция имеет вид:
.
 Анализ числовых данных таблицы 2  показывает достаточно хорошее приближение для экспериментальных данных.
Для прогноза предельного состояния при наличии процессов насыщения необходимо решить уравнение:
.
Здесь yпред  - предельное значение результативного признака. Остаточный ресурс tост равен 


Достоинства представленного метода состоят в следующем:
1) Параметры экспоненциальной зависимости процесса насыщения могут быть установлены на начальных этапах его наблюдения.
2) По начальному  наблюдению можно прогнозировать показатели и характеристики для последующих моментов
3) Для определения параметров искомой аппроксимирующей функции необходимы координаты  точек. По МНК чем больше точек экспериментальной функции получено, тем лучше. И все данные используются для расчёта параметров.
4) На каждом этапе наблюдения параметры аналитической зависимости можно уточнять и, таким образом, вернее прогнозировать последующий ход процесса. Последнее особенно важно при определении моментов отказа технических устройств и  при определении сроков их безотказной работы.
Таким образом, предложен алгоритм решения задач аппроксимации процессов «с насыщением»; подтверждена адекватность на числовом примере предложенной аппроксимации вольт-амперных характеристик нелинейных элементов экспоненциальной функцией на основе применения метода МНК; повышена оперативность получения результатов обработки вольт-амперных характеристик и точность этой обработки. Результаты  предлагаемой работы дают возможность прогноза предельного состояния при наличии процессов насыщения, и позволят решить ряд практически важных задач, связанных с оценкой  работоспособности  сложных технических объектов. 
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