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Основная тема курса 
СТАТИСТИЧЕСКИЕ  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  ИДЕАЛЬНОГО  ГАЗА

Идеальный газ образуют: 
разреженные газы атомов и молекул; 
свободные электроны металла; 
электроны и дырки полупроводника; 
фононы – кванты упругих волн теплового движения узлов кристалла; 
фотоны – кванты электромагнитных волн теплового излучения в полости. 

Статистическое распределение показывает – какая часть хаотически движущихся частиц газа имеет определенные свойства. Распределение зависит от состояния газа как целого. Распределение получается с помощью законов статистической физики, используется математический аппарат теории вероятностей. 
Практическая значимость курса
Формирует фундаментальные знания, необходимые для построения моделей физических явлений и процессов, описывающих работу приборов и устройств микро- и наноэлектроники. 
Способствует усвоению материала последующих дисциплин: 
квантовая статистическая физика, 
физика твердого тела, 
физика полупроводников, 
физика конденсированного состояния. 
Основные разделы курса
1. Основы теории вероятностей.

2. Статистические дискретные распределения: 

биномиальное,

Пуассона,

Гаусса.

3. Фазовое пространство состояний системы микрочастиц.

4. Непрерывные статистические распределения: 
микроканоническое,

каноническое,

распределение энергии по степеням свободы,

Максвелла,

Больцмана,

большое каноническое.

5. Химический потенциал и активность газа.

Литература

1. Файлы лекций.

2. Учебное пособие для практических занятий:
Краснопевцев Е.А. Спецглавы физики. Статистическая физика равновесных систем. Изд-во НГТУ, 2014 г. – 387 с. (Серия «Учебники НГТУ»)
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3. Дополнительная литература приведена в конце учебного пособия.

КОНТРОЛЬНЫЕ МЕРОПРИЯТИЯ

Индивидуальные задания 1 и 2 выдаются на 7 и 13 неделе. 
Коллоквиум в конце семестра.

Зачет. 

Вопросы коллоквиума
1. Фазовое пространство для идеального газа. Микросостояние и макросостояние. Фазовый ансамбль. Число степеней свободы. Число микросостояний. Плотность микросостояний фазового ансамбля. Теорема Лиувилля. 
2. Каноническое распределение. Условие применимости. Статистический интеграл. Свободная энергия. Применение к идеальному газу. Статистический интеграл поступательного движения частицы. 
3. Распределение энергии частицы по степеням свободы для гамильтониана со степенными зависимостями. Неустранимая погрешность измерительного прибора с упругой силой. 
4. Распределение Максвелла по модулю скорости и по энергии для концентрации частиц газа при температуре Т. Наиболее вероятные и средние значения. 
5. Распределение Больцмана по координате для числа частиц газа при температуре Т во внешнем поле с потенциальной энергией 
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u

r

. Формула Больцмана для концентрации частиц в однородном поле тяжести. 
6. Термодинамические потенциалы. Внутренняя энергия. Химический и электрохимический потенциалы. Условия равновесия системы. Химический потенциал и статистический интеграл. Зависимости химического потенциала. 
РЕЙТИНГОВАЯ  АТТЕСТАЦИЯ 

Определение числа баллов
	№
	Вид деятельности
	Число баллов

	1.

2.

3.

4.

5.
	Активность на практических занятиях (выставляется в конце 5-ой, 10-ой и 15-ой недели) 

Посещаемость лекций

Индивидуальное задание 1

Индивидуальное задание 2

Коллоквиум


	(0–5) + (0–5) + (0–5)= 0–15
0–15
8–20
8–20
30


Статистическая физика
Основные понятия и положения
1. Объект – равновесный идеальный газ из 
[image: image3.wmf]20
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 частиц, находящихся в сосуде объемом V. 
Газ – от греч. χάος – «хаос» – множество частиц, движущихся хаотически. 
Частицы идеального газа: 

Движутся независимо друг от друга;

Не взаимодействуют друг с другом на расстоянии;

Суммарный объем частиц мал по сравнению с объемом сосуда.

Равновесный газ имеет постоянные во времени макрохарактеристики – температуру, давление, внутреннюю энергию и другие. 

2. Частица газа массой m в каждый момент времени имеет положение в пространстве 
[image: image4.wmf]r

, импульс 
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, кинетическую энергию 
[image: image6.wmf]2

2

k

p

m

e=

. Движение частицы описывают формулы кинематики, законы Ньютона и обобщающие их уравнения Гамильтона. Описать детальное поведение 
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 частиц на основе законов механики и электродинамики невозможно, поскольку слабое изменение начальных условий кардинально меняет последующее поведение частиц. При недостатке информации статистическая физика использует метод, который учитывает все возможные микросостояния системы – совокупность координат и импульсов всех частиц газа, взятых в один момент времени, и определяет вероятности реализации каждого из них. С течением времени микросостояние изменяется. 
3. Для отображения информации о всех возможных микросостояниях используется фазовое пространство с размерностью 
[image: image8.wmf]20

~10

f

. Каждая точка пространства представляет некоторое микросостояние системы, т. е. включает положения в пространстве и импульсы всех частиц газа, взятых в один момент времени. С течением времени микросостояние перемещается по фазовому пространству. 

4. Состояние системы как целого называется макросостоянием, ее описывают макрохарактеристики – температура, энергия, давление, энтропия, химический потенциал, намагниченность и др. Для стационарной системы макрохарактеристики постоянны во времени. Микрохарактеристики газа, описывающие микросостояние, изменяются хаотически благодаря тепловому движению. Макрохарактеристика получается усреднением микрохарактеристик по фазовому пространству. 
5. Задача статистической физики для рассматриваемой системы – связать вероятность конкретного микросостояния с макрохарактеристиками газа и использовать эту вероятность для вычисления характеристик процессов. Для этого используется функция распределения микросостояний по фазовому пространству. Она получается методом Гиббса при помощи теории вероятностей. 
6. Система, изолированная от окружающей среды, имеющая фиксированную энергию, объем и число частиц 
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, описывается микроканоническим распределением. 
7. Система с фиксированной температурой, объемом и числом частиц 
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 подчиняется каноническому распределению. 
8. Система с фиксированными температурой, объемом, и с переменным числом частиц 
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 описывается большим каноническим распределением. 
9. Система квантовых частиц с полуцелым спином (электроны, дырки полупроводника, атомы), подчиняющихся принципу запрета Паули, удовлетворяет распределению Ферми–Дирака.

10. Система квантовых частиц с целым спином (фотоны, фононы, атомы), для которых не действует принцип Паули, описывается распределением Бозе–Эйнштейна.
ОСНОВЫ  ТЕОРИИ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Вероятность случайного события
Событие – появление определенного признака, например, заданного числа частиц газа в единице объема около выбранной точки. Вероятность признака равна относительному числу его появления. 
Пример. Для газа в сосуде концентрация частиц около точки r есть число частиц в единице объема около r 
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Концентрация изменяется с течением времени хаотически. 
Событие – наблюдение определенной концентрации 
[image: image14.wmf]k
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Проводим N измерений концентрации, искомый результат 
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 наблюдается 
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 раз, тогда вероятность результата 
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(число искомых результатов)/(число измерений 
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Область определения вероятности ограничена интервалом 
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между невозможным 
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 и достоверным 
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 событиями. Зависимость 
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 называется функцией распределения вероятности событий. Например, при бросании симметричной игральной кости, имеющей 6 граней, вероятность выпадения какой-либо определенной грани равна 1/6 и распределение вероятности равномерное. 
Вероятности отдельных групп событий описываются теоремами. 
Несовместимые события А1, А2,…, Аk не могут произойти одновременно. Например, если бросать шестигранную кость, на каждой грани которой написано число от 1 до 6, можно получить результат: или 1, или 2,…, или 6. Выполняется теорема сложения вероятностей несовместимых событий – вероятность сложного события A или B равна сумме вероятностей отдельных событий. Действительно, выполняется  
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Если (А1, А2,…, Аk) – полный набор несовместимых событий, то какое-либо одно из них обязательно происходит, тогда выполняется  
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С учетом (1.2) получаем условие нормировки вероятностей для полного набора несовместимых событий 
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Пример. Движения молекулы газа по и против некоторой оси образуют полный набор несовместимых направлений движения  
W(влево) + W(вправо) = 1.
Если у системы все направления равноправные, тогда 

W(влево) = W(вправо) = 1/2.

Независимые события А1, А2,…, Аk не влияют друг на друга. Например, частицы идеального газа движутся независимо друг от друга, и положение одной частицы не влияет на положение другой частицы. Выполняется теорема об умножении вероятностей независимых событий – вероятность сложного события А и B равна произведению вероятностей отдельных событий 
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Для k независимых событий 
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Пример. В объеме V0, все точки которого равноправные, находится частица. Объем V0 разбиваем на N одинаковых ячеек объемом 
[image: image37.wmf]0
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. При обследовании всех ячеек, то есть при 
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 измерениях, найдем частицу только в одной ячейке. Вероятность найти частицу в одной произвольной ячейке согласно определению вероятности (1.1)
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Если в V0 находится m независимых частиц, то вероятность, что весь газ окажется в объеме V, согласно теореме (1.4) равен 
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Характеристики случайной дискретной величины
Среднее значение случайной величины
Пусть для случайной величины x возможные значения: 
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Измерения проводятся N раз, результат 
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 наблюдается 
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Среднее значение 
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При 
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 с учетом (1.1) 
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получаем 
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Для функции случайной величины среднее 
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Среднее значение величины равно сумме произведений ее значений на вероятности этих значений. 
При 
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 получаем 
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 и (1.5а) дает нормировку вероятностей 
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Свойства среднего
Для постоянной 
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и независимых случайных величин x и y выполняется: 
1)  
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– постоянный множитель выносится из под знака усреднения; 

2)  
[image: image57.wmf]()()()()

fxgxfxgx

±=±


– среднее от суммы/разности равно сумме/разности средних;
3)  
[image: image58.wmf]xyxy
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– среднее от произведения независимых величин равно произведению их средних. 
Доказательство свойства 1  

Из определения среднего (1.5а) 
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получаем 
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Доказательство свойства 2  
Функция 
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Доказательство свойства 3  

Используем определение среднего и функцию распределения 
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 независимых случайных величин x и y. Согласно теореме о независимых событиях их вероятности перемножаются  
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Тогда получаем 
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Основные определения
Отклонение от среднего случайной величины 
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Среднее отклонение от среднего случайной величины равно нулю 
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Среднее квадратичное величины 
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Для средних значений случайных величин x и y выполняется неравенство Коши–Буняковского–Шварца 
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Из (1.7а) при 
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Среднее квадратичное больше или равно квадрату среднего. 
Дисперсия –​ среднее квадратичное отклонение от среднего 
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Из (1.7б) получаем 
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Флуктуация – корень квадратный из дисперсии 
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Относительная флуктуация 
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Если x случайным образом изменяется с течением времени, то относительная флуктуация показывает долю времени, в течение которой система находится в состоянии с 
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Теорема: Относительная флуктуация аддитивной величины, характеризующей систему, уменьшается обратно пропорционально корню квадратному из числа независимых подсистем и для макроскопической системы она мала. Примером аддитивной величины (от лат. additivus – «прибавляемый») является энергия. Флуктуация энергии для макросистемы ничтожно мала, для микросистемы она существенна. 
Доказательство теоремы
Аддитивная величина X для системы равна сумме значений 
[image: image81.wmf]k
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 для N независимых подсистем 
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По свойству 2 усреднения – среднее от суммы равно сумме средних  


[image: image83.wmf]1

~

N

k

k

XxN

=

=

å

.
Отклонение от среднего 
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Среднее аддитивной величины и отклонение от среднего пропорциональны числу подсистем. 

Дисперсия 
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При возведении в квадрат 
[image: image86.wmf]1
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 и усреднении результата для перекрестных произведений учтено свойство 3 усреднения – среднее от произведения независимых величин равно произведению их средних 
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и использовано, что среднее отклонение от среднего равно нулю  
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Не равными нулю остаются квадраты величин. В результате 
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Относительная флуктуация 
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уменьшается обратно пропорционально корню квадратному из числа независимых подсистем. 
Производящая функция. Имеется случайная величина n, которая принимает дискретные значения в интервале 
[image: image93.wmf]0
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[image: image94.wmf]()

Wn

. Определяем производящую функцию 

[image: image95.wmf]0

()()

N

n

N

n

xWnx

=

Fº

å

.                                   (П.1.14)

Если известна производящая функция, то распределение вероятности получаем из (П.1.14) 

[image: image96.wmf]0

()

1

()

!

n

N

n

x

dx

Wn

n

dx

=

F

=

,                                 (П.1.15)

где использовано 
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Условие нормировки (1.6) 
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требует выполнения 
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Для получения средних значений случайной величины дифференцируем (П.1.14) 
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и находим 


[image: image101.wmf]1

0

()

()

N

N

x

n

dx

nnWn

dx

=

=

F

º=

å

.                             (П.1.17)

Двукратное дифференцирование (П.1.14) 
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дает 
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При 
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Теорема о произведении производящих функций. Если происходят два независимых вида событий, которые описываются распределениями вероятностей с производящими функциями 
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, то распределение для суммы событий выражается произведением их производящих функций 
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ХАРАКТЕРИСТИКИ  СЛУЧАЙНой

НЕПРЕРЫВНой  ВЕЛИЧИНы
Случайной непрерывной величиной является, например, проекция скорости молекулы газа, хаотически меняющаяся благодаря столкновениям. 
Плотность вероятности. Пусть случайная величина x принимает непрерывные значения в некотором интервале. Вероятность обнаружения x в единичном интервале около выбранного значения называется плотностью вероятности результата 
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Аналогично определение скорости 
[image: image110.wmf]d

dt

=

r

v

, которая является перемещением за единицу времени. 
Вероятность получения результата в интервале 
[image: image111.wmf](,)
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Пример: Пусть 
[image: image113.wmf]v

 – скорость частицы идеального газа. Частицы движутся хаотически и при столкновениях меняют свои скорости. Вероятность обнаружения частицы со скоростью в интервале 
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где 
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 – концентрация частиц со скоростями в интервале 
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n – концентрация частиц со всеми скоростями; 
плотность вероятности 
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– вероятность обнаружения частицы со скоростью в единичном интервале около значения v. 
Условие нормировки для непрерывного распределения 
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Средние значения 
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Характеристическая функция 
[image: image123.wmf]()
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 является фурье-образом плотности вероятности, или средним значением случайной функции 
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Обратное преобразование Фурье выражает функцию распределения через характеристическую функцию  
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Из (1.14) находим нормировку вероятности 
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Для среднего значения из (1.13) и (1.14) получаем 
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Теорема о произведении характеристических функций. Для независимых случайных величин x и y с функциями распределений 
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 распределение суммы величин описывается сверткой 
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По теореме Фурье о свертке характеристическая функция суммы независимых случайных величин равна произведению характеристических функций этих величин 
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Биномиальное распределение
Имеются N независимых частиц, проявляющих некоторый признак. Если известна вероятность p появления признака у одной частицы, то вероятность появления признака у любых n частиц описывается биномиальным распределением 
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где 
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Распределение обосновал Бернулли, результат опубликован в 1713 г. 




Якоб Бернулли (1654–1705)

Для доказательства (1.26) рассмотрим идеальный газ из N тождественных частиц в объеме V, все точки которого равноправны. Признаком считаем появление частиц в мысленно выделенном элементе объема 
[image: image145.wmf]VV
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. Получим вероятность обнаружения n любых частиц в объеме 
[image: image146.wmf]VV
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1. Вероятность найти определенную частицу в объеме (V согласно (1.5)  
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2. Вероятность найти определенную частицу вне объема (V 


[image: image148.wmf]11/
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Эти несовместимые события образуют полный набор и удовлетворяют условию нормировки. 

3. Вероятность найти n определенных частиц в объеме (V согласно теореме об умножении вероятностей независимых событий (1.6) равна 
[image: image149.wmf]n
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. Вероятность найти (N – n) определенных частиц вне объема (V равна 
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4. Вероятность найти одновременно n определенных частиц в объеме (V и (N – n) других частиц вне этого объема 
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5. Взаимная перестановка тождественных частиц дает состояние, не отличимое от исходного. Число таких состояний есть число сочетаний n частиц из общего числа N и равно биномиальному коэффициенту 
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6. Тогда вероятности найти n любых частиц в объеме (V и (N – n) любых других частиц вне (V равна (1.26) 
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Условие нормировки. В объеме (V можно обнаружить любое число частиц 
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где использована формула бинома Ньютона 
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Отсюда идет название распределения. 



  

Исаак Ньютон (1642–1727)

Производящая функция биномиального распределения 
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Докажем (1.27), подставляя биномиальное распределение (1.26) 
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в определение производящей функции (П.1.14) 
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Используем бином Ньютона 
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где 
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Из (1.27) при 
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что соответствует условию нормировки (П.1.16). 

Среднее число частиц в объеме (V получаем подстановкой производящей функции (1.27) 
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Находим 
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где учтено 
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. Результат очевиден, поскольку 
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 – средняя концентрация. 

Из (1.28) выражаем вероятность обнаружения частицы в объеме 
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и подставляем в биномиальное распределение (1.26) 
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Получаем вероятность наличия некоторого признака у n частиц, если этот признак наблюдается в среднем у 
[image: image174.wmf]n

 частиц из общего числа N 
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В частности, отсутствия признака у всех частиц соответствует 
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Наличия признака у всех частиц соответствует 
[image: image178.wmf]nN
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, и наблюдается с вероятностью  
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Среднеквадратичное число частиц и дисперсия. Подставляем производящую функцию (1.27) 
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в (П.1.18) 
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Находим среднее квадратичное 
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и дисперсию 
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где p – вероятность признака у одной частицы. Дисперсия равна нулю при 
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График распределения для 
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Рис. 1.1. Распределения биномиальное (а) 

и Пуассона (б) для N = 10, 
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Распределение Пуассона
Пусть вероятность признака у одной частицы мала 
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 частиц, то его вероятность для n частиц 

[image: image196.wmf]()

()

!

nn

n

ne

Wn

n

-

=

.                                        (1.32)

Результат получил Пуассон в 1837 г. на основе биномиального распределения. Докажем (1.32) при помощи производящей функции. 


  

Симеон Дени Пуассон 
(1781–1840)
Производящая функция. Используем (1.28) 
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 и производящую функцию биномиального распределения (1.27) 
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Учитываем 
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где 
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. Получаем производящую функцию для распределения Пуассона 
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Условие нормировки (П.1.16) 
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В (П.1.15) 
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подставляем (1.33), получаем 
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и находим распределение Пуассона (1.32)
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Среднеквадратичное число частиц и дисперсия. Из результатов для биномиального распределения (1.30) и (1.31) 
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Для флуктуации 
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 выполняется закон больших чисел – флуктуация относительно среднего значения равна корню квадратному из среднего значения 
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График распределения для 
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Распределения биномиальное (а) и Пуассона (б) для N = 10, 
[image: image218.wmf]4,5
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Сравнение графиков на рис. а и б показывает погрешность, допускаемую распределением Пуассона (график б). Погрешность вызвана не достаточно малым p и не достаточно большим N. 

нормальное распределение Гаусса
Если некий признак имеют в среднем 
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 частиц, то при большом числе частиц N и большом среднем 
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 и при относительно малом отклонении от среднего 
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 распределение Пуассона для вероятности признака у n частиц переходит в нормальное распределение, или распределение Гаусса  
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Условие 
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 позволяет считать n и 
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 квазинепрерывными величинами, тогда вероятность (1.40) становится плотностью вероятности 
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Распределение получил Гаусс в 1809 г. 




Карл Фридрих Гаусс 
(1777–1855)

Доказательство (1.40)

Условие 
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, тогда выполняется распределение Пуассона 
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Логарифмируем
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 используем формулу Стирлинга для факториала (рассматривается в курсе ММФ) 
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Получаем 
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Вводим отклонение от среднего 
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Для распределения Гаусса выполняется 
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 и сохраняем первые два слагаемых разложения, считая остальные несущественными 
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Находим  
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Потенцируем результат и, используя 
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Характеристическая функция. Распределение Гаусса (1.41) для непрерывной случайной величины 
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подставляем в определение характеристической функции (1.14) 
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где сделана замена 
[image: image249.wmf]xyn
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. Используем формулу из курса ММФ 
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находим характеристическую функцию для нормального распределения 
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Выполняется нормировка (1.16) 
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, следовательно, распределение Гаусса (1.41) нормировано 
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Среднее число частиц с неким признаком получаем из (1.42) и определения (1.17) 
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Тождество означает, что в нормальном распределении (1.41) величина 
[image: image255.wmf]n

 является средним числом частиц с неким признаком. 

Среднее квадратичное числа частиц находим аналогично 
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Результат (1.44) совпадает с выражением для распределения Пуассона.
Дисперсия числа частиц получается из (1.44) 
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Дисперсия равна среднему числу частиц. 

Из (1.41) и (1.45) получаем плотность вероятности в виде 
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Функция показана на рис. 1.2. 
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Рис. 1.2. Распределение Гаусса, 
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Центральная предельная теорема. Рассмотрим сумму большого числа 
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 независимых случайных величин 
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, имеющих различные распределения, нулевые средние значения 
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. Тогда согласно предельной теореме распределение результирующей величины 
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со средним значением и дисперсией 
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близко к распределению Гаусса 
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Теорема обосновывает применимость нормального распределения к многочисленным случайным процессам. Теорему доказал Ляпунов в 1901 г. 



Александр Михайлович Ляпунов 
(1857–1918)
Пример 1. Распределение времен свободного пробега 
электрона металла

Атомы металла первой группы таблицы Менделеева содержат в электронной оболочке один слабо связанный с атомом валентный электрон. При объединении атомов в кристаллическую решетку этот электрон становится свободным. В узлах кристаллической решетки металла остаются положительно заряженные ионы, которые совершают тепловые колебания. Оторвавшиеся от атомов валентные электроны движутся независимо и образуют идеальный газ с концентрацией 
[image: image271.wmf]22
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см–3. В любом макроскопическом объеме металла имеется одинаковое число положительных и отрицательных зарядов, поэтому на электрон не действуют внешние электростатические силы. Благодаря тепловому движению электрон хаотически перемещается от столкновения с ионом до столкновения с другим ионом. При нормальной температуре средняя скорость теплового движения электрона ~100 км/с. 
При термодинамическом равновесии процессы стационарные и вероятность b столкновения электрона за единицу времени не зависит от момента t. За время dt вероятность столкновения 

[image: image272.wmf]bdt

.
Функция распределения времен свободного пробега, то есть плотность вероятности w(t) равна вероятности того, что время свободного движения лежит в единичном интервале около значения t. Вероятность свободного движения до момента t и столкновения в следующий промежуток dt по теореме умножения вероятностей независимых событий равна 
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, 
и является уменьшением вероятности свободного движения при переходе от t к 
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Разделяем переменные 
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где  
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 – вероятность, что время свободного движения лежит в единичном интервале около нуля. Получаем 
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Нормируем вероятность 
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находим 
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Среднее время свободного пробега 
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                         (П.1.22)
обратно вероятности столкновения электрона за единицу времени. При нормальной температуре 
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с. В результате функция распределения времен свободного пробега 


[image: image286.wmf]/

1

()

t

wte

-t

=

t

.                                      (П.1.23)
Следовательно, вероятность свободного движения в течение времени t уменьшается экспоненциально с ростом t; τ – есть время, по истечении которого вероятность свободного движения уменьшается в е раз.
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Среднеквадратичное время свободного пробега 
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                     (П.1.23а)
равно удвоенному квадрату среднего времени свободного пробега, где интеграл вычислен по частям. 
Пример 2. Дрейф электронов металла в электрическом поле Е
Электрон, находящийся в электрическом поле Е, движется с ускорением 
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. Имея нулевую начальную скорость, за время свободного пробега t электрон набирает скорость 
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. После столкновения с ионом упорядоченная скорость теряется, в результате средняя скорость 
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Время свободного пробега меняется от столкновения к столкновению. Пусть электрон испытывает последовательно N столкновений с временами свободного пробега t1, t2,…, tN  и средними скоростями 
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Делим числитель и знаменатель на число столкновений N, полагаем 
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Для распределения (П.1.23) 
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используем 
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Находим скорость дрейфа электронного облака в электрическом поле 
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где подвижность электронов 
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Скорость дрейфа пропорциональна электрическому полю и среднему времени ( свободного пробега электрона. В поле напряженностью 
[image: image302.wmf]10Â/ì
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. Сравните со скоростью хаотического движения ~100 км/с. 
Пример 3. Ток вакуумного диода 

Вакуумный диод относится к первому поколению электроники, где использовался для выпрямления переменного тока. Он состоит из вакуумированного баллона с двумя электродами – катодом и анодом. Пропускание тока происходит благодаря явлению термоэлектронной эмиссии, которое открыл Томас Эдисон в 1889 г. 
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Вакуумный диод и ВАХ
Электроны, испущенные нагретым катодом К, перемещаются в вакууме напряжением, приложенным между катодом и анодом А. Количество испущенных электронов за единицу времени зависит от температуры и площади катода. Считаем их постоянными. В режиме насыщения все электроны, испущенные катодом, приходят к аноду, между катодом и анодом отсутствует объемный заряд, ток достигает максимума и называется током насыщения 
[image: image305.wmf]í
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. Электроны подходят к аноду случайным образом, независимо друг от друга, возникают импульсы тока, называемые дробовым шумом. Такой же импульсный шум образуют дробинки, сыплющиеся на лист металла. Дробовой шум создается случайными независимыми движениями частиц в транспортных процессах – при испускании электронов термокатодом, при прохождении зарядов через p–n-переход. 
Если напряжение меньше напряжения насыщения 
[image: image306.wmf]í

U

, то движение электронов оказывается настолько медленным, что из катода испускается новый электрон до поглощения первого анодом. В результате взаимного отталкивания электроны затормаживаются, накапливаются, и вблизи анода образуется электронное облако. С ним взаимодействуют электроны по пути к аноду, их движения перестают быть независимыми. В результате дробовой шум сглаживается и уменьшается. 
В режиме насыщения флуктуация числа электронов проводимости создает флуктуацию тока, регистрируемого гальванометром G. Минимальное время Т, необходимое гальванометру для измерения, по порядку величины равно времени затухания колебаний указателя и для баллистического гальванометра составляет несколько секунд. Продолжительность испускания электрона 
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с, тогда число интервалов испускания за время регистрации сигнала 
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. Вероятность p испускания электрона за время τ пропорциональна площади катода и мала 
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. Поэтому применимо распределение Пуассона. Из (1.28) и (1.37)  получаем среднее число электронов, испускаемых за время Т, и их дисперсию 
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Тогда прошедший средний заряд 
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дисперсия заряда и тока 
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относительная флуктуация тока  
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Относительная флуктуация тока увеличивается при уменьшении среднего тока и времени измерения Т. Малость вероятности 
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 ограничивает средний ток 
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Дробовой шум вакуумного диода исследовал Шоттки в  1918 г. За эту работу он получил Нобелевскую премию.
[image: image321.emf]
Вальтер Герман Шоттки 
(1886–1976)
Дисперсия тока дробового шума в двухмерном электронном газе при низкой температуре в магнитном поле в режиме квантового эффекта Холла измерена в 1997 г. Из формулы дисперсии тока (П.1.18) 
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 получена эффективная величина переносимого заряда 
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. Такой эффект Холла называется дробным. 
Пример 4. Броуновское движение
Макрочастица радиусом r и массой m находится в жидкости с динамической вязкостью η при температуре Т и совершает броуновское движение. Докажем формулу Эйнштейна (1905 г.) для среднего квадрата одномерного смещения частицы за время t 
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где 
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 – диффузионная постоянная. Формула выполняется при 
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, когда время движения t гораздо больше времени релаксации частицы под действием трения 
[image: image327.wmf]6

m

r

t=

ph

. Двухмерное смещение складывается из независимых движений по осям x и y, тогда при равноправии осей по теореме Пифагора 
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Смещение x вдоль некоторого направления у макроскопической частицы происходит хаотически из-за ударов микрочастиц, совершающих тепловые движения. На макрочастицу в жидкости действует сила вязкого трения, пропорциональная ее скорости 
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где коэффициент трения 
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Хаотически налетающие микрочастицы действуют с силой 
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. Из второго закона Ньютона для частицы массой m получаем уравнение 
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Переходим к средним значениям. Для этого все слагаемые умножаем на x 
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и используем тождества 
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Получаем уравнение 
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Слагаемые усредняем по большому числу частиц. Учитываем 
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Теорема о распределении тепловой энергии дает среднюю кинетическую энергию частицы 
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Уравнение получает вид 
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 – диффузионная постоянная; 
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– время релаксации под действием вязкого трения. 
Разделяем переменные и интегрируем 
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Второе слагаемое описывает процесс релаксации. Время релаксации 
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уменьшается при увеличении вязкости жидкости η, при уменьшении инертности шарика, его плотности ρ и радиуса r. Если время движения гораздо больше времени релаксации 
[image: image349.wmf]t

>>t

, то пренебрегаем вторым слагаемым (П.1.26) и получаем 
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Интегрирование дает формулу Эйнштейна (П.1.25) 
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– средний квадрат смещения частицы за время t пропорционален времени движения. 
Например, кварцевый шарик диаметром 1 мкм совершает броуновское движение в воде при комнатной температуре и проходит путь 1 нм за время 
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. Его баллистическое движение происходит на пути ~ 1Å, время релаксации 
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. Выполняется 
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 и применима формула Эйнштейна. 

Приведенный вывод формулы Эйнштейна предложил Поль Ланжевен в 1908 г. На основе (П.1.25) Жан Перрен измерил постоянную Больцмана в 1926 г. и получил число Авогадро. Существенное влияние на броуновское движение оказывает вихревое турбулентное течение жидкости, увлекаемой движением частицы. Этот эффект учли В. Владимирский и Ю.А. Терлецкий в 1945 г. Им можно пренебречь при движении частицы в газе. 

При малом времени перемещения 
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 сила трение не успевает существенно повлиять, частица движется баллистически и проходит путь 
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Энергия движения определяется температурой 
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откуда 
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. В результате средний квадрат смещения частицы пропорционален температуре и квадрату времени 
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Броуновское движение, вызванное тепловой энергией, создает тепловой шум. Как следует из (П.1.25), при тепловом шуме среднее квадратичное смещения частицы пропорционально температуре и корню квадратному из времени смещения, если оно превышает время релаксации. Тепловое движение включает два этапа. На первом частица получает толчок от микрочастицы и движется баллистически, при этом система выведена из равновесного состояния. На втором этапе за счет трения восстанавливается равновесное состояние по истечении времени релаксации. Множество таких процессов образует тепловой шум. Тепловые флуктуации обеспечивают возвращение системы в равновесное состояние после любого воздействия на нее. При большом времени релаксации по сравнению со временем между столкновениями с микрочастицами релаксация не существенна, пренебрегаем ею, тогда тепловой шум становится импульсным процессом и превращается в дробовой шум. Тепловой шум возникает в объеме системы, где существенны процессы релаксации, дробовой шум в процессах транспорта между частями системы, где релаксация не существенна. 

При подаче на резистор постоянного напряжения помимо теплового шума появляется 1/f-шум со спектральной плотностью, зависящей от частоты f по закону 
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, где параметр 
[image: image362.wmf]0,81,2

a=-

 варьирует для разных материалов. Закон 
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 выполняется в интервале частот 
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, причем нижний предел экспериментально не достигнут. Этот шум наблюдается во всех материалах и устройствах электроники, а также в разнообразных явлениях природы. Его описал J.B. Johnson в 1925 г. Отсутствует понимание физических причин 1/f-шума и его общая теория. Возможно, он связан с флуктуациями сопротивления за счет числа носителей тока, или их подвижности. Возможен также вклад космических факторов в 1/f-шум. 
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