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ФИО, должность,  место работы  внешнего рецензента с предприятия или организации

	


СТРУКТУРА И примерное СОДЕРЖАНИЕ УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ
Объем учебной дисциплины и виды учебной работы
	Вид учебной работы
	Объем часов
ЗТ1, ЗТОРАТ1, ЗСП1/ЗП1

	Максимальная учебная нагрузка (всего)
	15

	Обязательная аудиторная учебная нагрузка (всего) 
	10

	в том числе:
	

	практические занятия
	4

	Самостоятельная работа обучающегося (всего)
	5

	в том числе:
	

	Итоговая аттестация в форме зачета       


Тематический план и содержание учебной дисциплины «Математика»
	Наименование модулей и тем
	Содержание учебного материала, лабораторные работы и практические занятия, самостоятельная работа студентов
	Объем часов


	1
	2
	3

	Раздел 1.   Дифференциальное и интегральное исчисление
	Содержание учебного материала
	2

	
	
	Числовая последовательность, предел 
последовательности. Числовой ряд, сумма ряда. 
	

	
	1. 1
	Производная, геометрический смысл производной. Исследование функции.
	

	
	2. 2
	Неопределенный интеграл. Непосредственное интегрирование. 
	

	
	Практическое занятие по теме: 

  Вычисление интегралов.
	

	
	Самостоятельная работа студента по теме:
1. Функции одной переменной в экономике 
2. Числовые последовательности Критерий Коши
3. Геометрическое приложение определенного интеграла
	

	Раздел 2. Ряды 
	Содержание учебного материала
	2

	
	1
	Числовые ряды
	

	
	2
	Знакопеременные числовые ряды
	

	
	3
	Степенные ряды. 
	

	
	Практическое занятие по теме:

Исследование сходимости ряда
	

	
	Самостоятельная работа студентов по теме: 
Разложение функции в степенные ряды
	

	Раздел 3. Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных
	Содержание учебного материала
	2

	
	1
	Частные производные. Производная по направлению. Градиент
	

	
	2
	Необходимые и достаточные условия экстремума функции нескольких переменных
	

	
	Практические занятия по теме:

Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных
	

	
	Самостоятельная работа студентов по теме: 
Условный экстремум функции нескольких переменных
	

	Раздел 4.   Обыкновенные дифференциальные уравнения
	Содержание учебного материала
	2

	
	1
	Определение дифференциального уравнения. Задача Коши. Обыкновенные ДУ первого порядка с разделяющимися переменными.
	

	
	2
	Однородные и линейные обыкновенные ДУ первого порядка.
	

	
	Практические занятия по теме:

Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка 
	

	
	Самостоятельная работа студентов по теме: 
1. Линейные ДУ второго порядка с постоянными коэффициентами
2. Уравнение Бернулли
	

	Раздел 5.   Основы дискретной математики 
	Содержание учебного материала
	0,5

	
	1. 
	Множества и операции над ними
	

	
	2
	Элементы математической логики
	

	
	Самостоятельная работа студентов по теме: 
Основы дискретной математики
	

	Раздел 6.   Численные методы алгебры 
	Содержание учебного материала
	0,5

	
	1. 
	Абсолютная и относительная погрешности

Округление чисел.
	

	
	Самостоятельная работа студентов по теме: 
Численные методы алгебры
	

	Раздел 7.   Основы теории вероятностей и математической статистики
	1. 
	События и их классификация. Сумма и произведение событий. Формула полной вероятности.  Формула Бейеса
	1

	
	2. 
	Повторные независимые испытания. Дискретная и непрерывная случайные величины
	

	
	Самостоятельная работа студента:
Выборочный метод. Вычисление числовых характеристик
	

	
	10

	Контрольная работа / зачет
	

	
	Самостоятельная работа студента
	5

	Всего:
	10


Информационное обеспечение обучения

Перечень рекомендуемых учебных изданий, Интернет-ресурсов, дополнительной литературы

Основные источники: 
1. Григорьев, С.Г. Математика: [учебник для СПО] / С.Г. Григорьев, С.В.Задулина - М.: Издат. центр "Академия", 2005. - 384 с.

2. Григорьев, В.П. Сборник задач по высшей математике: [учеб. пособие для СПО]/ В.П. Григорьев, Т. Н. Сабурова. - 4-е изд., стереотип. - М.: Издат. центр "Академия", 2014. - 157 с.

Дополнительные источники:
1. Выгодский М.Я. Справочник по высшей математике. - М.: Наука, 2007
2. Григорьев, В.П. Элементы высшей математики: [учебник для СПО] / В.П. Григорьев. - 5-е изд., стереотип. - М.: Издат. центр "Академия", 2008. - 320 с.
3. Спирина М.С. Теория вероятностей и математическая статистика: учебник для студентов средних профессиональных учреждений  – М.: Издательский центр «Академия», 2007. – 352 с.
4. Шипачев В.С.  Высшая математика. - М.: Издательство «Высшая школа», 2007.— 479 с.
5. Щипачев В.С. Задачи по высшей математике. – М.: Высшая школа, 2009. – 304 с.

Интернет-ресурсы:

http://www.exponenta.ru - Образовательный математический сайт
http://www.mathforyou.net – Решение задач по математике

http://matclub.ru - Высшая математика, лекции, курсовые, примеры решения задач, интегралы и производные, дифференцирование, производная и первообразная, ТФКП, электронные учебники
http://diffurov.net – Сайт, где решают дифференциальные уравнения
http://integraloff.net - Интегралы, производная, дифференциальные уравнения, пределы
http://siblec.ru - Справочник по Высшей математике
Варианты контрольных работ по дисциплине «Математика»

Вариант контрольной работы определяется по таблице в зависимости от двух последних цифр личного шифра студента. 

В таблице по вертикали «А» размещаются цифры от 0 до 9, каждая из которых – предпоследняя цифра шифра студента и по горизонтали «В» размещены цифры от 0 до 9 каждая из которых – последняя цифра шифра студента. 

	
	Последняя цифра шифра

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0

	Первая цифра шифра
	1


	1;   11;

21; 31;

41; 51;

61; 71
	 2;  12;

22; 32;

42; 52;

62; 72
	 3; 13;

23; 33;

43; 53;

63; 73
	4;  14;

24; 34;

44; 54;

64; 74
	5;  15;

25; 35;

45; 55;

65: 75
	6;  16;

26; 36;

46; 56;

66; 76
	7;   17;

27; 37;

47; 57;

67; 77
	8;  18;

28; 38;

48; 58;

68; 78
	9;   19;

29; 39;

49; 59;

69; 79
	10;20;

30; 40;

50; 60;

70; 80

	
	2


	3; 13;

27; 37;

47; 57;

67; 71
	10;20;

28; 38;

45; 55;

65; 72
	6;  16;

21; 31;

49; 59;

69; 73
	1;   11;

30; 40;

48; 58;

68; 74
	8;  18;

29; 39;

50; 60;

70; 75
	9;   19;

24; 34;

42; 52;

62; 76
	5;  15;

22; 32;

43; 53;

63; 77
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 78
	4;  14;

26; 36;

41; 51;

61; 79
	7;   17;

25; 35;

46; 56;

66; 80

	
	3


	1;  12;

23; 32;

43; 50;

63; 71
	9;   18;

27;36;

45; 58;

70; 72
	8;  19;

26; 38;

46; 59;

66; 73
	10;  17;

30; 37;

49; 57;

69; 74
	7;  13;
21; 32;
47; 53;
68; 75
	2;  14;
22; 40;
41; 54;
61; 76
	3; 11;
24;  31;
42; 55;
64; 77
	4;  15;
25; 35;
44;  56;
62; 78
	5;  16;
28; 33;
48; 52;
65; 79
	6;  20;
24; 39;
49;  50;  

67; 80

	
	4


	4;  14;

26; 36;

41; 51;

61; 71
	9;   19;

29; 39;

49; 59;

69; 72
	7;   17;

27; 37;

47; 57;

67; 73
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 74
	1;   11;

21; 31;

41; 51;

61; 75
	4;  14;

24; 34;

44; 54;

64; 76
	6;  16;

21; 31;

49; 59;

69; 77
	3; 13;

23; 33;

43; 53;

63; 78
	1;   11;

30; 40;

48; 58;

68; 79
	8;  19;

26; 38;

46; 59;

66; 80

	
	5


	9;   19;

24; 34;

42; 52;

62; 71
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 72
	7;   17;

25; 35;

46; 56;

66; 73
	4;  14;

26; 36;

41; 51;

61; 74
	5;  15;

22; 32;

43; 53;

63; 75
	6;  16;

21; 31;

49; 59;

69; 76
	10;20;

28; 38;

45; 55;

65; 77
	3; 13;

27; 37;

47; 57;

67; 78
	1;   11;

30; 40;

48; 58;

68; 79
	8;  18;

29; 39;

50; 60;

70; 80

	
	6


	6;  16;

26; 36;

46; 56;

66; 71
	5;  15;

25; 35;

45; 55;

65; 72
	9;   19;

29; 39;

49; 59;

69; 73
	7;   17;

27; 37;

47; 57;

67; 74
	8;  18;

28; 38;

48; 58;

68; 75
	2;  12;

22; 32;

42; 52;

62; 76
	3; 13;

23; 33;

43; 53;

63; 77
	4;  14;

24; 34;

44; 54;

64; 78
	1;   11;

21; 31;

41; 51;

61; 79
	5;  15;

25; 35;

45; 55;

65; 80

	
	7


	7;  13;
21; 32;
47; 53;
68; 71
	5;  16;
28; 33;
48; 52;
65; 72
	7;   17;

25; 35;

46; 56;

66; 73
	4;  15;
25; 35;
44;  56;
62; 74
	2;  14;
22; 40;
41; 54;
61; 75
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 76
	10;  17;

30; 37;

49; 57;

69; 77
	4;  14;

26; 36;

41; 51;

61; 78
	8;  19;

26; 38;

46; 59;

66; 79
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 80

	
	8


	6;  20;
24; 39;
49;  50;  

67; 71
	5;  16;
28; 33;
48; 52;
65; 72
	7;  13;
21; 32;
47; 53;
68; 73
	4;  15;
25; 35;
44;  56;
62; 74
	2;  14;
22; 40;
41; 54;
61; 75
	7;  13;
21; 32;
47; 53;
68; 76
	8;  19;

26; 38;

46; 59;

66; 77
	2;  14;
22; 40;
41; 54;
61; 78
	9;   18;

27;36;

45; 58;

70; 79
	1;  12;

23; 32;

43; 50;

63; 80

	
	9


	10;20;

30; 40;

50; 60;

70; 71
	9;   19;

29; 39;

49; 59;

69; 72
	5;  15;

25; 35;

45; 55;

65; 73
	8;  18;

28; 38;

48; 58;

68; 74
	7;   17;

27; 37;

47; 57;

67; 75
	4;  14;

24; 34;

44; 54;

66; 76
	3; 13;

23; 33;

43; 53;

63; 77
	6;  16;

26; 36;

46; 56;

66; 78
	2;  12;

22; 32;

42; 52;

62; 79
	1;   11;

21; 31;

41; 51;

61; 80

	
	0


	7;   17;

25; 35;

46; 56;

66; 71
	4;  14;

26; 36;

41; 51;

61; 72
	9;   19;

24; 34;

42; 52;

62; 73
	8;  18;

29; 39;

50; 60;

70; 74
	2;  12;

23; 33;

44; 54;

64; 75
	1;   11;

30; 40;

48; 58;

68; 76
	6;  16;

21; 31;

49; 59;

69; 77
	8;  18;

29; 39;

50; 60;

70; 78
	10;20;

28; 38;

45; 55;

65; 79
	3; 13;

27; 37;

47; 57;

67; 80


Правила оформления контрольных работ.

1. Контрольная работа оформляется синей или черной пастой, записи ведуться четко и разборчиво, без исправлений.

2. Объем работы не превышает объема ученической тетради (12,14, или 18 листов). Тетрадь должна иметь поля для замечаний рецензента. Можно по желанию пронумеровать страницы. 

3. При написании контрольной работы каждый вопрос начинается с новой страницы, так же если есть задача или практическое задание. В конце контрольной работы учащийся должен провести список используемой литературы, какими он пользовался при написании работы.

4. Работа подписывается студентом и сдается в учебную часть ГБПОУ «СТОТиС».

5. Не следует делать в контрольной работе различных приписок, объяснений и обращений к рецензентам или сотрудникам техникума.

6. Если Вы посылаете работу по почте, то конверт подбирается по размеру вашей тетради. Если работа выполнена на стандартных листах 288х203, то она упаковывается в пакет по размерам работы. Ни в коем случае нельзя сворачивать отправляемые контрольные работы в трубочку или перегибать и отправлять их в маленьких конвертах.

7. Если работа поступает в техникум в измятом, небрежном виде по вине обучающегося, то работа на проверку приниматься не будет.

Образец подписания контрольной работы

Государственное бюджетное профессиональное образовательное учреждение 

 «САХАЛИНСКИЙ ТЕХНИКУМ ОТРАСЛЕВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ И СЕРВИСА»
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1

по дисциплине___________________________________________________
Студента ГБПОУ «СТОТиС»  группы ТЗ1-14
специальность 260807 Технология продукции общественного питания 
вариант 01

Иванова Александра Владимировича

Работа сдана на рецензирование дата__________________________________
Результаты рецензирования ________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
Подпись преподавателя______________________________________________
Дата______________________________________________________________
РЕЦЕНЗИЯ   
на  письменную  контрольную работу

по __________________________________________________________________________________
наименование  дисциплины  / ПМ  
студента_____________________________________________________________________________

Ф.И.О.
группа   _____________________________________________________________________________

тема ____________________________________________________________________
Дата сдачи на рецензирование ГБПОУ «СТОТиС»_______ «_____» ________________  20 __ г.
Принял работу _______________________________________________________________________
                                                          


Ф.И.О.
Рецензент _______________________________________________________________________
                                                          


Ф.И.О.
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
Оценка _____________      _________________________________________________________
                                                          



рецензент 

«_____» ________________  20 __ г.

Задания контрольной работы

Вычислите пределы функций:
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Исследуйте на непрерывность функции:
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Для данной функции найдите производную указанного порядка в заданной 

точке:
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Вычислите дифференциал указанного порядка заданной функции:
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Найдите промежутки выпуклости и координаты точек перегиба графика заданной функции:
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Вычислите интеграл методом: 

а), б)замены переменной;

 в)интегрирования по частям
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Вычислите площадь плоской фигуры, ограниченной указанными линиями:
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Теория вероятностей и математическая статистика

71. В коробке  находятся 2 белых, 3 черных, 4 красных карандаша. Наугад вынимается один карандаш. Какова вероятность того, что вынутый карандаш - белый? 
72. В ящике имеется 3 одинаковых по размеру кубика: красный (к), черный (ч) и белый (б). Вытаскивая их наугад, кладем 3 кубика на стол последовательно один за другим. Какова вероятность того, что появится последовательность кубиков «ч_б_к»?
73. В ящике лежат перчатки: 1 пара белых, 10 черных, 6 серых, 8 коричневых. Из ящика вынимают одну пару. Определить, какова вероятность, что наугад вынутая пара окажется не белой? 
74.  Среди сотрудников компании случайным образом распространили 100 лотерейных билетов (каждый получил по 1 билету). Среди этих билетов было 5 выигрышных. Какова вероятность того, что конкретному сотруднику достался:  невыигрышный билет?
75. В изготовленной партии из 10 000 болтов обнаружено 250 бракованных. Найти относительную частоту появления в данной партии бракованного болта. Выразите результат в процентах.
76. На спортивных соревнованиях 2 участника получили (по шестибалльной шкале) оценки судей, представленные в таблице:
	Номер участника
	Номер судьи

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	4,8
	5,6
	4,9
	5,2
	4,7
	4,9
	4,9
	4,8
	4,7

	2
	5,1
	4,2
	5,0
	4,9
	5,0
	5,1
	5,0
	5,1
	5,0


Какой участник выступил лучше?

77. Двадцать экзаменационных билетов содержат по два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся знает ответы только на 35 вопросов. Определить вероятность того, что экзамен будет сдан, если для этого достаточно ответить на два вопроса одного билета или на один вопрос одного билета и на указанный дополнительный вопрос из другого билета.
78. В таблице приведены данные о рабочем стаже (в годах) сотрудников техникума. Найти среднее, моду и медиану рассматриваемой совокупности:

	Стаж работы
	0
	1
	2
	4
	5
	7
	10
	11
	12
	16
	17

	Число сотрудников
	3
	2
	1
	1
	3
	1
	2
	1
	3
	2
	2


79. Имеются две партии однородных деталей. Первая  партия состоит из 15 деталей, 4 из которых – бракованные. Вторая партия состоит из 12 деталей, 3 из которых - бракованные. Из первой партии извлекаются наугад 5 деталей, а из второй – 7 деталей. Эти детали образуют новую партию. Какова вероятность достать из них бракованную деталь?
80. Два токаря вытачивали одинаковые детали, причем первый работал полную неделю, а второй 4 дня. Сведения об их дневной выработке представлены в таблице:
	День недели
	Значение случайной величины
	Отклонение от среднего
	Квадрат отклонений от среднего

	
	X
	Y
	
	
	
	

	понедельник
	53
	52
	
	
	
	

	вторник
	54
	46
	
	
	
	

	среда
	49
	53
	
	
	
	

	четверг
	48
	49
	
	
	
	

	пятница
	46
	-
	
	
	
	

	Сумма:
	
	


Сравнить стабильность работы рабочих: вычислить отклонение от среднего, квадрат отклонений от средних величин X и Y, дисперсию.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ К КОНТРОЛЬНЫМ РАБОТАМ

 Пределы функций, основные теоремы о пределах

1. Теоремы о  пределах.

Пусть существуют конечные пределы 
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2. Бесконечно малые и бесконечно  большие функции.

Бесконечно малой функцией при 
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Если значения функции f(x) неограниченно возрастают по абсолютной величине при 
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Теорема о связи бесконечно малых и бесконечно больших функций.
                 Если 
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Задача.  Вычислить пределы функции  
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Решение. В задаче следует найти  предел частного. С этой целью необходимо вычислить пределы числителя и знаменателя  дроби, подставив  в них предельное значение  аргумента.
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Здесь применима теорема о пределе частного. 

б) 
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При подстановке 
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 в числитель и знаменатель дроби убеждаемся, что их значения равны нулю, поэтому теорема о пределе частного здесь не применима. В данном случае говорят, что имеется неопределенность вида 
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Неопределенность вида 
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 может быть раскрыта сокращением дроби на  множитель вида (х–х0), который обращает числитель и знаменатель дроби в нуль, в данном случае на (х+4). Поэтому, следует  разложить на множители числитель и знаменатель дроби  (п.2 и  п.3 прил.1).
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	3х2+10х–8 = 3(х+4)(х–2/3) =
	4х2+15х – 4 = 4(х+4)(х–1/4 ) =  

	= (х+4)(3х–2).
	= (х+4)(4х–1).


Таким образом,
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Здесь применима теорема о пределе частного, так как существуют конечные пределы числителя и знаменателя, и предел знаменателя не равен нулю.

г) 
[image: image205.wmf]2

2

1

4

11

41

3108

3108

1648

lim.

11

0

4154

4154

164

x

xx

xx

®

×+×-

æö

-

+-

ç÷

===¥

ç÷

+-

×+×-

èø


Здесь использована теорема о связи бесконечно малой и бесконечно большой функций.
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Пределы числителя и знаменателя дроби равны 
[image: image207.wmf]¥

. В этом случае говорят, что имеется неопределенность вида «бесконечность на бесконечность». Теорема о пределе частного здесь не применима.

Чтобы раскрыть неопределенность вида 
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, каждый член  числителя и знаменателя дроби делят на x в  наивысшей степени (в нашем примере на х2), отчего величина дроби не изменится, но исчезнет неопределенность. 
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так как     
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(по теореме  о связи бесконечно большой и бесконечно малой функций).

Замечание. Полезно запомнить, что при 
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 предел отношения многочленов c одинаковыми наивысшими степенями равен отношению коэффициентов при этих степенях. 

В нашем примере, коэффициенты при наивысшей степени  х2 многочленов равны 3 и 4,  поэтому и предел дроби равен 
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Ответы.  
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Замечательные пределы, 

эквивалентные бесконечно малые  функции

1. Замечательные пределы:

· первый замечательный предел:   
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· второй замечательный предел: 
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                 или  в другой форме:  
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                 где 
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Второй замечательный предел используется для раскрытия неопределенно​сти вида 
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2. Две бесконечно малые функции 
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(x) называются эквивалентными при 
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Предел отношения двух бесконечно малых функции не изменится, если каждую или одну из них заменить эквивалентной ей бесконечно малой  функцией.

Наиболее часто используют эквивалентность следующих бесконечно малых функций при 
[image: image228.wmf]()0

x

a

®

:

	sin 
[image: image229.wmf]()

x

a

 ( 
[image: image230.wmf]()

x

a

;           
	arcsin 
[image: image231.wmf]()

x

a

 ( 
[image: image232.wmf]()

x

a

;

	tg 
[image: image233.wmf]()

x

a

 ( 
[image: image234.wmf]()

x

a

;                 
	arctg 
[image: image235.wmf]()

x

a

 ( 
[image: image236.wmf]()

x

a

;                         

	ln(1+
[image: image237.wmf]()

x

a

) ( 
[image: image238.wmf]()

x

a

;        
	
[image: image239.wmf]()

1

x

e

a

-

 ( 
[image: image240.wmf]()

x

a

.


Задача. Вычислить пределы:   а)
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Решение.
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В рассматриваемых задачах неопределенность вида 
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 была раскрыта после замены бесконечно малых функций на эквивалентные им и сокращения полученных дробей на бесконечно малую функцию х. 

Ответ.  
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Задача.  Вычислить предел  
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Решение.

Очевидно, что 


[image: image247.wmf]323552(35)777

11.

3535353535

nnn

nnnnn

-+--+--

===-=+

+++++


Далее воспользуемся вторым замечательным пределом:
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Ответ.   
[image: image250.wmf]28
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Непрерывность функции 

1. Односторонние пределы функции в точке.
· Правый предел:   
[image: image251.wmf]00
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· Левый предел:     
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2. Условия непрерывности функции в точке  
[image: image253.wmf]0
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.

Функция f(x) непрерывна в точке 
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, если она определена в точке 
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 и имеет конечные односторонние пределы в этой точке, причем справедливо равенство:
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Если хотя бы одно из условий непрерывности не выполняется, то 
[image: image257.wmf]0
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 – точка разрыва функции.

3. Виды точек разрыва.

В точке 
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 –  разрыв  1-го рода, если существуют конечные односторонние пределы функции в точке  
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, но они либо не равны между собой, либо не равны значению функции в точке 
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Причем, разрыв 1-го рода называется:

· неустранимым,  если 
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·  устранимым,  если    
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В точке 
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 – разрыв  2-ого рода, если хотя бы один из односторонних пределов функции в 
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 не существует или равен бесконечности. 

4. Свойства и графики основных элементарных функций.

К основным элементарным функциями относятся следующие функции:

· степенные:      
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    например: 
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· показательные:     
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· логарифмические:    
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    например: 
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· тригонометрические:   
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· обратные тригонометрические:   
[image: image273.wmf]arcsin,arccos,arctg,arcctg
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Графики этих функций приведены в прил. 2.

Отметим, что все основные  элементарные функции непрерывны в области их определения.

5.   Наиболее часто встречающиеся элементарные функции.

· Линейная функция    
[image: image274.wmf]ykxb
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    задает прямую линию на плоскости. Ее график можно построить по двум любым выбранным точкам. В частности, линейная функция 
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 задает на плоскости прямую, параллельную оси 
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· Квадратичная функция 
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Задача.
Исследовать на непрерывность функцию в области ее определения. Указать вид точек разрыва, если они имеются. Построить график.
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Решение.  а) Функция 
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 определена при 
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, так как задана на них основными элементарными функциями.

Исследуем функцию 
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 на непрерывность в точках 
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 и 
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, где происходит смена аналитических выражений функции. Найдем в этих точках односторонние пределы функции.

При 
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Так как один из односторонних пределов бесконечен, то в точке 
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 разрыв второго рода.

При 
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Так как односторонние пределы существуют, но не равны, то в точке 
[image: image299.wmf]xe
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 имеется разрыв первого рода, неустранимый.

Строим график функции (рис. 2). 
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Рис. 2.

При 
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Ответ.  Функция 
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, где имеется разрыв первого рода.
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    Функция 
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  – непрерывна как частное непрерывных функций, где знаменатель 
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Исследуем на непрерывность в точках 
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Так как в точке 
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 односторонние пределы равны, и они равны значению функции в этой точке 
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Так как один из односторонних пределов бесконечен, то в точке 
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 имеется разрыв второго рода.

Строим график функции (рис. 3).
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 является график тригонометрической функции 
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Полезно учесть также, что 
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Рис.3.
Ответ.
Функция 
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 имеет разрыв второго рода в точке 
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,  в остальных точках функция непрерывна.

Производная и дифференциал функции одной переменной

1. Правила дифференцирования.
Пусть даны дифференцируемые функции u(x)  и  
[image: image363.wmf]v

(x), тогда справедливы формулы:
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Отметим также, что

а) производная от независимой переменной равна единице:
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б) производная постоянной величины с равна нулю: 
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в) постоянный множитель выносится за знак производной:
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2. Производная сложной функции.

Сложная функция (суперпозиция функций) – это функция вида 

y = f(u), где u = u(x) , т.е. функция от функции.  

Например, 

· функция 
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 является сложной, так как ее можно представить в виде
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, где 
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· функция 
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 является сложной, так как ее можно представить в виде 
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Производную сложной функции находят по правилу 
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3. Таблица производных.
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4. Дифференциал функции.

Дифференциал функции равен произведению производной этой функции на дифференциал независимой переменной:
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Задача.  Найти производные данных функций и их дифференциалы:

а) 
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Решение.  
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Приведем функцию y  к виду, удобному для дифференцирования, используя правила действия со степенями (прил. 1).
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По правилу дифференцирования суммы и разности функции:
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Тогда дифференциал функции y:
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Воспользуемся правилом дифференцирования частного 
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Тогда дифференциал функции y:
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Функция 
[image: image421.wmf]cos

x

  сложная. Ее можно представить в виде  
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Производную функции  
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Таким образом,
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Тогда дифференциал функции y:
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г) 
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Производную первого слагаемого найдем как производную сложной функции 
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Производную функции 
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 найдем как производную функции  
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  применяя формулу 
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Таким образом,
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Тогда дифференциал функции y:
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Исследование функции

1. Проиллюстрируем на  примере некоторые важные свойства графика функции  (рис. 4).

Рис. 4

Интервалы монотонности: 

· функция возрастает при  
[image: image444.wmf](;)

xac

Î

; 

· функция убывает при 
[image: image445.wmf](;)

xa
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 и 
[image: image446.wmf](;)

xc

Î+¥

.

Точки экстремума: 

С – точка максимума (max);   A – точка минимума (min).

Интервалы выпуклости:   

· функция выпуклая при 
[image: image447.wmf](;)

xbd

Î

;

· функция вогнутая при 
[image: image448.wmf](;)

xb
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 и при 
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xd
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.

Точки В и D являются точками перегиба, так как в них происходит смена выпуклости на вогнутость или наоборот.

2.  Правило  исследования функции  y = f(x)  на  монотонность и 

точки  экстремума. 

а) Вычислить первую производную 
[image: image450.wmf]()

fx

¢

.

б) Найти  критические точки, т.е. точки, в которых производная равна нулю или не существует. 

в) Определить знак производной на интервалах между критическими 

точками в области определения функции.

г) Сделать выводы о промежутках монотонности функции согласно

признакам  монотонности:

если 
[image: image451.wmf]()0
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 на  (a;b), то функция убывает при 
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если 
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 на  (a;b), то функция возрастает при 
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д) Сделать выводы о наличии точек экстремума согласно признаку существования экстремума:

если при переходе слева направо через критическую точку 
[image: image455.wmf]0
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 произ​вод​ная меняет знак  с плюса на минус, то 
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 – точка максимума;   если  с минуса на плюс, то 
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 – точка минимума.

3.  Правило  исследования функции y = f(x)  на выпуклость,

 вогнутость и точки перегиба.
а)  Вычислить вторую производную 
[image: image458.wmf]()

fx

¢¢

.

б) Найти точки, в которых вторая производная равна нулю или не существует, эти точки называются подозрительными на перегиб. 

в) Определить знак второй производной на интервалах между найденными точками в области определения функции.

г) Сделать выводы о промежутках выпуклости и вогнутости согласно признакам  выпуклости и вогнутости:

если 
[image: image459.wmf]()0
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 на (a;b), то график функции вогнутый при 
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если 
[image: image461.wmf]()0
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 на (a;b), то график функции выпуклый при 
[image: image462.wmf](;)
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д) Сделать выводы о наличии точек перегиба согласно достаточному условию  существования точек перегиба:


eсли при переходе через подозрительную на перегиб точку вторая производная меняет знак, то в этой точке имеется перегиб графика функции.

4. Четность и периодичность функции.

Функция y = f(x) называется четной, если для любых x из области определения функции справедливо равенство f(–x)= f(x), в этом случае график симметричен относительно оси Oy. 

Для нечетной функции для любых x из области определения справедливо равенство f(–x)= – f(x), ее график  симметричен относительно начала координат.

Функция y = f(x) называется периодической, если существует число 
[image: image463.wmf]0
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 такое, что для любых x из области определения функции справедливо  f(x+T)= f(x).
Задача. Исследовать средствами дифференциального исчисления функцию 
[image: image464.wmf]32
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  и построить ее график.

Решение. Исследование будем проводить по следующей схеме.

1. Область определения функции. 

В нашем примере это множество всех действительных чисел, 

т.е.   x
[image: image465.wmf]Î

 (–
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2. Четность и нечетность функции.


[image: image468.wmf]3232
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Функция не обладает свойствами четности или нечетности.  Следовательно, график функции не будет симметричен ни относительно оси Oу, ни относительно начала координат.

3. Периодичность функции.

   Данная функция непериодическая, так как является многочленом.

4. Непрерывность функции.

На всей области определения данная функция непрерывна  как многочлен.

5. Поведение функции на концах области определения.

Концами области определения являются 
[image: image469.wmf]-¥

 и 
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, так как 
[image: image471.wmf](;).
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  Найдем пределы функции при 
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Таким образом, слева, при 
[image: image475.wmf]x
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,  график функции уходит неограниченно вниз, а  справа, при  
[image: image476.wmf]x
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, – неограниченно вверх.

6. Интервалы монотонности и точки экстремума.

Вычислим производную функции и найдем критические точки.
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.

Производная существует при любых x.  

Решим уравнение 
[image: image478.wmf]0
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Следовательно,    
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Точки  
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  критические. Они делят область определения функции на интервалы: 
[image: image486.wmf](
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 Изобразим эти интервалы на числовой оси (рис. 5).  

[image: image487]
Поведение функции на каждом интервале определяется знаком  производной. Для определения знака 
[image: image488.wmf]y
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 на интервале достаточно взять любое значение х из рассматриваемого интервала и подставить его  в производную 
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а) На интервале  
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 выберем  число, например, 
[image: image491.wmf]0
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, и подставим его в производную: 
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Так как на интервале 
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  производная 
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, следовательно, функция   y  возрастает на этом интервале (см. признаки монотонности).

б) На интервале 
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 возьмем 
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, подставим в производную, получим 
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 Следовательно, на интервале 
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 функция убывает.

в) На интервале [image: image499.wmf](
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 возьмем значение 
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 следовательно, на интервале 
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 функция  возрастает.

Знаки первой производной проставим на рис. 5.

Замечаем, что при переходе через точку 
[image: image503.wmf]4
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 производная поменяла знак с  плюса на минус,  значит,  
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 является точкой максимума (см. признак экстремума). 

Найдем значение  функции y  в этой точке:
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Таким образом, график имеет максимум в точке А
[image: image506.wmf]120
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При переходе через точку 
[image: image507.wmf]4
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 производная меняет знак с минуса на  плюс (рис. 5).  Это означает, что 
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 – точка минимума.
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В точке B(4;0) график функции имеет минимум.

7. Интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба.

Найдем производную второго порядка от рассматриваемой функции 
[image: image510.wmf]32
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Вторая производная существует при любых значениях x.  

Найдем точки, где 
[image: image513.wmf]0
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3x – 8 = 0 
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Значение 
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 является единственным подозрительным на перегиб. Эта точка  делит область определения 
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а) На интервале 
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 выберем любое число, например, 
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 и подставим его во вторую производную 
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, значит, на интервале  
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 график функции выпуклый (см. признак выпуклости и вогнутости). 

б) На интервале 
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 возьмем, например, 
[image: image525.wmf]5
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 и подставим во вторую производную. Получим 
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, значит, на интервале  
[image: image527.wmf]8

;

3

æö

+¥

ç÷

èø

 график функции вогнутый.

Знаки второй производной проставим на рис. 6.

Так как при переходе через точку 
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 вторая производная  
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 меняет знак, то 
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  – точка перегиба (см. условие перегиба).


[image: image531.wmf]32

818886410

482.

323332727

перегиб

yy

æöæöæö

==×-×+×==

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


Таким образом, точка С
[image: image532.wmf]210
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 – единственная точка перегиба.

8. Точки пересечения графика с осями координат.

На оси  Oу  
[image: image533.wmf]0
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 Получили точку пересечения с осью  Oу:  (0;0).


На оси  Ox   
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Произведение равно нулю, когда один из множителей равен нулю, в нашем случае 
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Решим квадратное уравнение:   
[image: image540.wmf]2
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   Значения функции в точках 
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 и  
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 были найдены ранее:   
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Таким образом, график функции пересекает ось Оx в точках (0;0) и (4;0).

9. Дополнительные точки. 


Для более точного построения графика можно найти дополнительные точки. Например, найдем  значение функции y  при 
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D
[image: image547.wmf](
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 – дополнительная точка для построения графика.

Выпишем результаты исследования функции 
[image: image548.wmf]32

1

48

2

yxxx

=-+

.

1.  Область определения 
[image: image549.wmf](;)

-¥+¥

.

2. 
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3. Функция возрастает на промежутках  
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     убывает на промежутке
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4. Максимум функции в точке А
[image: image554.wmf]120

1;4

327

æö

ç÷

èø

,    минимум – в точке  В(4;0). 

5. График выпуклый на интервале  
[image: image555.wmf]2

;2

3

æö

-¥

ç÷

èø

  и  вогнутый на  интервале 
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6. Точка перегиба С
[image: image557.wmf]210
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7. Точки пересечения с осями координат:  (0;0), (4;0).  

       8.  Дополнительная точка D
[image: image558.wmf](

)

5;2,5

.

Построим график функции (рис. 7).  На плоскости Oxy отметим все характерные точки: точки пересечения с осями координат, точки экстремумов, точку перегиба, а также дополнительную точку.

В силу непрерывности функции соединим все отмеченные точки плавной кривой, продолжив график влево вниз и вправо вверх согласно поведению функции на концах области определения и учитывая характер монотонности и выпуклости графика функции.



Замечание.  Графики многочленов представляют собой непрерывные линии, весьма разнообразные по форме. Они могут иметь различное количество точек экстремумов и перегибов, а также по-разному вести себя на бесконечности, т.е. при 
[image: image559.wmf]x
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.

Неопределенный интеграл, методы интегрирования

1.   Понятия первообразной и неопределенного интеграла.

Функция 
[image: image560.wmf]()
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 называется первообразной  для функции  
[image: image561.wmf]()
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, если  
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.
Множество всех первообразных функции 
[image: image563.wmf]()
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 задается формулой F(x)+C,  где С – произвольное число,  и называется неопределенным интегралом от функции 
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2.  Свойства неопределенного интеграла.
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где  k – постоянная, отличная от нуля.

3. Таблица интегралов.
1.  
[image: image568.wmf];
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 8.   
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       13.   
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       14.   
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Примечание.  Формулы верны, когда переменная  х  является независимой переменной, а также когда  х является функцией другой переменной: х = х(t).

4. Основные методы интегрирования.
Идея всех методов интегрирования заключается в приведении  искомого интеграла к табличному интегралу или сумме табличных интегралов.

1) Непосредственное интегрирование.

Интеграл приводится  к табличному виду путем алгебраических или тригонометрических преобразований.

2) Замена переменной (интегрирование подстановкой).

Сведение интеграла к табличному виду осуществляется с помощью подстановки  t = ((x). Тогда дифференциал  dt  равен


[image: image583.wmf]()
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.

Рекомендации по введению новой переменной даны ниже в примерах.

3) Интегрирование по частям.

Интегрирование  по частям производится по формуле
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Этим методом интегрируются некоторые произведения, например, произведения степенной функции на логарифмическую, или на показательную, или на тригонометрическую, или на обратные тригонометрические функции.

Чтобы воспользоваться  формулой, следует один множитель в подынтегральном выражении обозначить  u, а другой множитель вместе с dx принять за dv.

Для того, чтобы интеграл в правой части был проще данного интеграла, надо правильно выбрать  множители u и dv.

В  интегралах, берущихся по частям, обычно логарифмическую и обратные  тригонометрические  функции принимают за u, а показательную  или тригонометрические функции относят к  dv.


5. Связь между интегрированием и дифференцированием.

Интегрирование – это операция, обратная дифференцированию. Если интеграл взят правильно, то производная от интеграла равна подынтегральной функции: 
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Задача.
Найти неопределенные интегралы. Результаты проверить дифференцированием.

Решение. Интеграл берется методом непосредственного интегрирования. При этом используются табличные интегралы от степенных функций:
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Получена подынтегральная функция, что и требовалось показать.

Приведем ряд примеров, в которых интеграл берется методом замены переменной (подстановкой).
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За новую переменную возьмем аргумент подынтегральной функции  
[image: image599.wmf]12

3

x

t

-

=

  и найдем  dt  по формуле: 
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Тогда
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В последнем действии осуществлен переход к исходной  переменной  x с учетом, что 
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Что и требовалось показать.
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За новую переменную возьмем показатель степени  
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Проверка.
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Получена подынтегральная функция.
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За новую переменную возьмем подкоренное выражение  
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Проверка.
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 Что и требовалось показать.
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За новую переменную возьмем функцию, стоящую в основании степени   
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Проверка.
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Получена подынтегральная функция.

В нижеприведенных примерах интеграл  также берется методом замены переменной (подстановкой).  Ознакомимся с примерами таких подстановок.
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За новую переменную удобно взять аргумент тригонометрической функции, если к тому же под интегралом присутствует производная этого аргумента (с точностью до постоянного множителя).
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Что и требовалось показать.

2)

[image: image632.wmf]x

e

dx

x

ò

.
Здесь за новую переменную удобно принять показатель степени, учитывая, что под знаком интеграла присутствует производная этого показателя (с точностью до постоянного множителя).
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Проверка.
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Что и требовалось показать.
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За новую переменную удобно взять подкоренное выражение, так как под интегралом присутствует также его производная (с точностью до постоянного множителя).
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За новую переменную берем функцию, стоящую в основании степени, так как подынтегральное выражение содержит производную этой функции (с точностью до постоянного множителя).
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Проверка.
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Что и требовалось показать.
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Здесь под интегралом содержится логарифмическая функция, удобно принять ее за новую переменную, учитывая, что под знаком интеграла присутствует производная этой функции (с точностью до постоянного множителя).
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Что и требовалось показать.
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Часто удобно обозначать за новую переменную знаменатель дроби подынтегральной функции.
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Что и требовалось показать.

Интеграл берется методом интегрирования по частям:   
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Проверка.
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Что и требовалось показать.
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*Решения задач 2 и 3 даны без проверки. Студент может выполнить её самостоятельно.
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Рациональная дробь – это отношение двух многочленов. Если степень многочлена в числителе строго меньше степени многочлена в знаменателе, то дробь называется правильной. В противном случае дробь неправильная, она представляется в виде суммы некоторого многочлена и правильной рациональной дроби.
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Под знаком интеграла стоит неправильная рациональная дробь, так как и в числителе и в знаменателе стоят многочлены первой степени (наивысшая степень 
[image: image670.wmf]x

). Выделим целую часть с помощью следующих преобразований дроби:
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Подставим полученное выражение под знак интеграла.
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Проверка.
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Получена подынтегральная функция.

Определенный интеграл, вычисление площадей

1.  Понятие определенного интеграла.
Определенный интеграл – это число, которое находится по формуле Ньютона-Лейбница:
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где 
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 – первообразная для функции 
[image: image686.wmf](

)

fx

, то есть 
[image: image687.wmf](

)

(

)

Fxfx

¢

=

;


[image: image688.wmf]a
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 – нижний и  верхний пределы интегрирования, показывающие, как меняется переменная интегрирования  х.

Формула Ньютона-Лейбница связывает определенный и неопределенный интегралы. Чтобы ею воспользоваться, следует взять сначала неопределенный интеграл, т.е.  найти первообразную, причем удобно взять произвольную постоянную равной нулю: 
[image: image690.wmf]0
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, а затем вычислить разность значений этой первообразной в верхнем и нижнем пределах.

     Например:
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2.   Геометрический смысл определенного интеграла.

Если функция 
[image: image692.wmf]()
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 неотрицательная на отрезке 
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, то 
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где S –  площадь под кривой 
[image: image695.wmf]()
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 на отрезке 
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 (рис. 8).
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                             Рис. 8                                                        Рис. 9
3. Вычисление площадей плоских фигур.

Площадь фигуры, заключенной между кривыми 
[image: image700.wmf]1
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 и 
[image: image701.wmf]2
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 на отрезке 
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, вычисляется по формуле
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при этом  
[image: image704.wmf]21
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  (рис. 9).

Задача.
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями


[image: image706.wmf]2
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 и 
[image: image707.wmf]1
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.   Сделать чертеж.

Решение.  Выполним  чертеж.


Первое уравнение определяет параболу, а второе – прямую линию.


Для построения параболы найдем координаты ее вершины и точки пересечения ее с осями координат. 



Если уравнение параболы 
[image: image708.wmf]2
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, то вершина параболы находится в точке 
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.  Итак, вершина параболы – точка (3;– 4).

       Точки пересечения параболы с осями.

С осью Ox:  
[image: image712.wmf]0
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, тогда 
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 есть точки (1;0) и (5;0).

С осью Oy:  
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.  Точка пересечения параболы с осью 
[image: image718.wmf]Oy

 есть точка (0;5).

Строим параболу по найденным точкам, замечая, что ветви параболы направлены вверх, т.к. 
[image: image719.wmf]10
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 (рис. 10).

Прямую 
[image: image720.wmf]1
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 строим по двум точкам, например, при 
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Получены точки: 
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                                         –4                                                           Рис. 10

                          Найдем точки пересечения параболы и прямой, решив систему уравнений: 
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Решим полученное квадратное уравнение:


[image: image731.wmf]2
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Найдем соответствующие ординаты 
[image: image732.wmf]1,2
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 из уравнения  y = x–1: 
[image: image733.wmf]12
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. Итак, точки пересечения параболы и прямой есть точки 
[image: image734.wmf](1;0)

и(6;5)

.

        Заштрихуем плоскую фигуру, ограниченную параболой и прямой (рис.10). Здесь функции 
[image: image735.wmf]2
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 ограничивают фигуру соответственно снизу и сверху, то есть 
[image: image737.wmf]21

()()

fxfx

³

 при  
[image: image738.wmf][

]

1;6

x

Î

.

Для нахождения искомой площади воспользуемся формулой
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Ответ. Искомая площадь равна:  
[image: image742.wmf]1255
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Замечание.  Если одна из линий – гипербола, например, xy = –6, то ее можно построить по точкам. Удобно взять точки с абсциссами 
[image: image743.wmf]1;2;3;
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 и вычислить соответствующие им ординаты y, в нашем случае по формуле 
[image: image744.wmf]6
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Если в ответе задачи получен логарифм  числа, то значение логарифма можно взять из прил.1, п. 9.

Дифференциальные уравнения

1. Понятие дифференциального уравнения и его решения.

Дифференциальное уравнение (ДУ) первого порядка – это уравнение вида 
[image: image745.wmf](,,)0
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  или 
[image: image746.wmf](;)
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, содержащее производную 
[image: image747.wmf]y
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 от неизвестной функции  
[image: image748.wmf]()
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.

Решением ДУ называется функция y = y(x), которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество.

Например, решением уравнения 
[image: image749.wmf]2
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  является функция 
[image: image750.wmf]2

yx

=

 или  
[image: image751.wmf]2
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,  где С – произвольная постоянная. Решением  уравнения  
[image: image752.wmf]yy
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  является функция 
[image: image753.wmf]x
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[image: image754.wmf]x
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.

Общим решением ДУ называется функция 
[image: image755.wmf](,)
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, зависящая от произвольной постоянной С и удовлетворяющая ДУ при любом значении С.

Частное решение получается из общего при конкретных значениях С. Чтобы выделить частное решение из общего задают начальное условие: 
[image: image756.wmf]0
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при 
[image: image757.wmf]0
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Совокупность дифференциального уравнения и начального условия


[image: image759.wmf]00
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называется задачей Коши (для ДУ первого порядка).

2.   Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.

Дифференциальное уравнение первого порядка вида


[image: image760.wmf]()()
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называется уравнением с разделяющимися переменными.     

Это уравнение можно привести к виду:


[image: image761.wmf]()()0

PxdxQydy

+=

,

где переменные x и y  содержатся в разных слагаемых  (разделены).

Чтобы разделить переменные нужно производную 
[image: image762.wmf]y
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 представить как отношение дифференциалов 
[image: image763.wmf]dy
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 и выполнить ряд дополнительных преобразований (см. примеры ниже). 

После разделения переменных производится почленное интегрирование обеих частей равенства. Интегралы берутся с помощью таблицы интегралов с учетом их зависимости от произвольной постоянной С. Затем, выражая y, находят общее решение ДУ:  
[image: image764.wmf](;)
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.

Например, найдем общее решение уравнения   
[image: image765.wmf]2
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Переменные разделились, производим почленное интегрирование.
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Обозначим  
[image: image768.wmf]0
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, получим     
[image: image769.wmf]2
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 – общее решение ДУ.

3.  Линейные дифференциальные уравнения  первого порядка.

ДУ первого порядка называется линейным, если его можно привести к виду:  
[image: image770.wmf]()()
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, где искомая функция y и ее производная 
[image: image771.wmf]y
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 содержатся в первых степенях (в разных слагаемых).

Разделить переменные для такого уравнения не удается, если правая часть 
[image: image772.wmf]()
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 отлична от нуля.

Линейные ДУ можно решать методом Бернулли. При этом неизвестную функцию y представляют  в виде произведения двух функций: 
[image: image773.wmf]()()
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, для каждой из которых получают ДУ с разделяющимися переменными. Решая первое из этих уравнений, берут его частное решение, например, полагая, что С = 0. Для второго уравнения находят его общее решение (с учетом зависимости от С).

Алгоритм применения метода Бернулли показан ниже на примерах.

Задача.   Найти общее решение дифференциального уравнения и частное решение, удовлетворяющее начальному условию  
[image: image774.wmf]00
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Решение.

а)  
[image: image777.wmf]2

2;(0)2.

x

yyey

¢

-==



Пусть  
[image: image778.wmf]yuv
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, тогда  
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. Подставим эти выражения в дифференциальное уравнение:     

[image: image780.wmf]2
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.
Сгруппируем слагаемые, имеющие общий множитель u:
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Подберем  функцию v так, чтобы обратилось в нуль выражение, стоящее в скобках: 
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Тогда уравнение примет вид
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Два последних уравнения решаются разделением переменных, поочередно.
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Поскольку y = uv, то  y = (x+С)e2x   –  общее решение уравнения.

Для нахождения частного решения обратимся к начальному условию: 
[image: image796.wmf]0
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 при 
[image: image797.wmf]0
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. Подставим эти значения в общее решение дифференциального уравнения:  
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Так как 
[image: image799.wmf]0
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Подставляя найденное значение С = 2  в  общее решение уравнения, находим  частное решение: 


y = (х+2)е2х.


Ответ.  у=(х+С)е2х – общее решение  уравнения;

              у=(х+2)е2х–  частное решение уравнения, удовлетворяющее
              начальному условию y(0) = 2.

б)   
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Пусть  у = uv, тогда 
[image: image802.wmf]yuvuv
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 в данное уравнение:
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Группируем 2-е и 3-е слагаемые:
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Потребуем, чтобы  
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, тогда   исходное уравнение примет вид:    
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Решим последовательно оба уравнения, причем для первого из них берем лишь частное решение при С = 0.
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	2. Подставим  
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	в уравнение  
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Так как   
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 – общее решение исходного  уравнения.

Для нахождения частного решения обратимся к начальным условиям:  х0 = 1;   у0 = 2 – и подставим их в найденное общее решение:
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Искомое частное решение получим из общего, подставив в него найденное значение   
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Ответ.      
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 – общее решение уравнения;
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 – частное решение, удовлетворяющее начальному условию y(1) = 2.

Замечание. Чтобы проверить правильность найденного решения 

(общего или частного), нужно подставить его в исходное уравнение и убедиться, что получилось верное равенство (тождество).

Функции нескольких переменных: 

частные производные, полный дифференциал

Рассмотрим функцию двух переменных 
[image: image833.wmf](;)
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, где x и y – независимые переменные.

1. Частные производные функции двух переменных.

Для нахождения частных производных используют таблицу производных и правила дифференцирования для функций одной переменной. 


        Частная производная по 
[image: image834.wmf]x

 функции 
[image: image835.wmf]zf

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image836.wmf](;)

xy

 вычисляется так же, как производная функции одной переменной x в предположении, что y – постоянная величина. Обозначения частной производной по x:  
[image: image837.wmf](;)
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zxy
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, или  
[image: image838.wmf],
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.

        Частная производная по 
[image: image839.wmf]y

 функции  
[image: image840.wmf]zf
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image841.wmf](;)

xy

  вычисляется так же,  как производная функции одной переменной y  в предположении, что x – постоянная величина. Обозначения частной производной по y:   
[image: image842.wmf](;)
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zxy
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,   или  
[image: image843.wmf],
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.

2.  Полный дифференциал функции двух переменных.

Полный дифференциал функции двух переменных находим по формуле


[image: image844.wmf]xy
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где 
[image: image845.wmf],
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 – частные производные функции 
[image: image846.wmf]z

; 

dx и dy – дифференциалы независимых переменных.

Задача.
Найти полный дифференциал функции двух переменных

[image: image847.wmf]3
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Решение.  Сначала находим частные производные.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image849.wmf]



здесь   
[image: image850.wmf]yconst
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 и использована формула 
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здесь   
[image: image853.wmf]xconst
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 и использована формула 
[image: image854.wmf](
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Полный дифференциал функции:


[image: image855.wmf]dz
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image856.wmf]3
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image857.wmf]3
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Теория вероятностей и математическая статистика
Формула полной вероятности.


Пусть некоторое событие А может произойти  вместе с одним из несовместных событий 
[image: image858.wmf]n
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, составляющих полную группу событий. Пусть известны вероятности этих событий 
[image: image859.wmf])
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 и условные вероятности наступления события А при наступлении события Hi 
[image: image860.wmf])
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Теорема. Вероятность события А, которое может произойти вместе с одним из событий 
[image: image861.wmf]n
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, равна сумме парных произведений вероятностей каждого из этих событий на соответствующие им условные вероятности наступления события А.


[image: image862.wmf]å

=

=

n

i

i

i

H

A

P

H

P

A

P

1

)

/

(

)

(

)

(



Фактически эта формула полной вероятности уже использовалась при решении примеров, приведенных выше, например, в задаче с револьвером.


Доказательство. 


Т.к. события 
[image: image863.wmf]n
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 образуют полную группу событий, то событие А можно представить в виде следующей суммы:
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Т.к. события 
[image: image865.wmf]n
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 несовместны, то и события AHi  тоже несовместны. Тогда можно применить теорему о сложении вероятностей несовместных событий:
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При этом 
[image: image867.wmf])
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Окончательно получаем: 
[image: image868.wmf]å
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Теорема доказана.


Пример. Один из трех стрелков производит два выстрела. Вероятность попадания в цель при одном выстреле для первого стрелка равна 0,4, для второго – 0,6, для третьего – 0,8. Найти вероятность того, что в цель попадут два раза.


Вероятность того, что выстрелы производит первый, второй или третий стрелок равна 
[image: image869.wmf]3

1

.


Вероятности того, что один из стрелков, производящих выстрелы, два раза попадает в цель, равны:


- для первого стрелка: 
[image: image870.wmf];

16

,

0

4

,

0

2

2

1

=

=

p



- для второго стрелка: 
[image: image871.wmf];
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- для третьего стрелка: 
[image: image872.wmf];

64

,

0

8

,

0

2

2

3

=

=

p



Искомая вероятность равна:


[image: image873.wmf]75
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Формула Бейеса. (формула гипотез)


Пусть имеется полная группа несовместных гипотез 
[image: image874.wmf]n
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 с известными вероятностями их наступления 
[image: image875.wmf])
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. Пусть в результате опыта наступило событие А, условные вероятности которого по каждой из гипотез известны, т.е. известны вероятности 
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Требуется определить какие вероятности имеют гипотезы 
[image: image877.wmf]n
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  относительно события А, т.е. условные вероятности 
[image: image878.wmf])
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Теорема. Вероятность гипотезы после испытания равна произведению вероятности гипотезы до испытания на соответствующую ей условную вероятность события, которое произошло при испытании, деленному на полную вероятность этого события.
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Эта формула называется формулой Бейеса.


Доказательство.


По Теореме умножения вероятностей получаем:
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Тогда если 
[image: image881.wmf])
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Для нахождения вероятности P(A) используем формулу полной вероятности.

[image: image882.wmf]å
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Если до испытания все гипотезы равновероятны с вероятностью 
[image: image883.wmf]p
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, то формула Бейеса принимает вид:
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Повторение испытаний. Формула Бернулли.


Если производится некоторое количество испытаний, в результате которых может произойти или не произойти событие А, и вероятность появления этого события в каждом из испытаний не зависит от результатов остальных испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события А.


Допустим, что событие А наступает в каждом испытании с вероятностью Р(А)=р. Определим вероятность Рт,п того, что в результате п испытаний событие А наступило ровно т раз.


Эту вероятность в принципе можно посчитать, используя теоремы сложения и умножения вероятностей, как это делалось в рассмотренных выше примерах. Однако, при достаточно большом количестве испытаний это приводит к очень большим вычислениям. Таким образом, возникает необходимость разработать общий подход к решению поставленной задачи. Этот подход реализован в формуле Бернулли. (Якоб Бернулли (1654 – 1705) – швейцарский математик)


Пусть в результате п независимых испытаний, проведенных в одинаковых условиях, событие А наступает с вероятностью Р(А) = р, а противоположное ему событие 
[image: image885.wmf]А

 с вероятностью 
[image: image886.wmf]p
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Обозначим Ai – наступление события А в испытании с номером i. Т.к. условия проведения опытов одинаковые, то эти вероятности равны.


Если в результате п опытов событие А наступает ровно т раз, то остальные п-т раз это событие не наступает. Событие А может появиться т раз в п испытаниях в различных комбинациях, число которых равно количеству сочетаний из п элементов по т. Это количество сочетаний находится по формуле:
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Вероятность каждой комбинации равна произведению вероятностей:
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Применяя теорему сложения вероятностей несовместных событий, получаем формулу Бернулли:
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Формула Бернулли важна тем, что справедлива для любого количества независимых испытаний, т.е. того самого случая, в котором наиболее четко проявляются законы теории вероятностей.


Пример. По цели производится 5 выстрелов. Вероятность попадания для каждого выстрела равна 0,4. Найти вероятность того, что в цель попали не менее трех раз.


Вероятность не менее трех попаданий складывается из вероятности пяти попаданий, четырех попаданий и трех попаданий.


Т.к. выстрелы независимы, то можно применить формулу Бернулли вероятности того, что в т испытаниях событие в вероятностью р наступает ровно п раз.
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В случае пяти попаданий из пяти возможных:
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Четыре попадания из пяти выстрелов:
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Три попадания из пяти:
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Окончательно, получаем вероятность не менее трех попаданий из пяти выстрелов:
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Случайные величины.


Выше рассматривались случайные события, являющиеся качественной характеристикой случайного результата опыта. Для получения количественной характеристики вводится понятие случайной величины.


Определение. Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта может принимать то или иное значение, причем заранее известно какое именно.


Случайные величины можно разделить на две категории.


Определение. Дискретной случайной величиной называется такая величина, которая в результате опыта может принимать определенные значения с определенной вероятностью, образующие счетное множество (множество, элементы которого могут быть занумерованы). 

Это множество может быть как конечным, так и бесконечным.


Например, количество выстрелов до первого попадания в цель является дискретной случайной величиной, т.к. эта величина может принимать и бесконечное, хотя и счетное количество значений.


Определение. Непрерывной случайной величиной называется такая величина, которая может принимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка.


Очевидно, что число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.


Для задания случайной величины недостаточно просто указать ее значение, необходимо также указать вероятность этого значения.

Закон распределения дискретной случайной величины.


Определение.  Соотношение между возможными значениями случайной величины и их вероятностями называется законом распределения дискретной случайной величины.


Закон распределения может быть задан аналитически, в виде таблицы или графически.


Таблица соответствия значений случайной величины и их вероятностей называется рядом распределения.


Графическое представление этой таблицы называется многоугольником распределения.  При этом сумма все ординат многоугольника распределения представляет собой вероятность всех возможных значений случайной величины, а, следовательно, равна единице.


Пример. По цели производится 5 выстрелов. Вероятность попадания для каждого выстрела равна 0,4. Найти вероятности числа попаданий и построить многоугольник распределения.


Вероятности пяти попаданий из пяти возможных, четырех из пяти и трех из пяти были найдены выше по формуле Бернулли и равны соответственно:
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Аналогично найдем:
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[image: image899.wmf]2592
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[image: image900.wmf]0778
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Представим графически зависимость числа попаданий от их вероятностей.

При построении многоугольника распределения надо помнить, что соединение полученных точек носит условный характер. В промежутках между значениями случайной величины вероятность не принимает никакого значения. Точки соединены только для наглядности.


Пример. Вероятность хотя бы одного попадания в мишень стрелком при трех выстрелах равна 0,875. Найти вероятность попадания в мишень при одном выстреле.


Если обозначить р – вероятность попадания стрелком в мишень при одном выстреле, то вероятность промаха при одном выстреле, очевидно, равна (1 – р).


Вероятность трех промахов из трех выстрелов равна (1 – р)3. Эта вероятность равна 1 – 0,875 = 0,125, т.е. в цель не попадают ни одного раза.


Получаем: 
[image: image901.wmf].
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Пример. В первой коробке содержится 10 шаров, из них 8 белых; во второй коробке 20 шаров, из них 4 белых. Из каждой коробки наугад извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наугад берут один шар. Найти вероятность того, что этот шар белый.


Вероятность того, что взятый из первой коробки шар белый - 
[image: image902.wmf],
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что не белый - 
[image: image903.wmf]2

,

0

)

(

1

=

НБ

Р

.


Вероятность того, что взятый из второй коробки шар белый - 
[image: image904.wmf],
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 что не белый - 
[image: image905.wmf].
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Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из первой коробки и вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из второй коробки, равны 0,5.


Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из первой коробки, и он белый - 
[image: image906.wmf].
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Вероятность того, что повторно выбран шар, извлеченный из второй коробки, и он белый - 
[image: image907.wmf].
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Вероятность того, что повторно будет выбран белый шар, равна


[image: image908.wmf].
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Пример. Имеется пять винтовок, три из которых снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит цель при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95, для винтовки без оптического прицела эта вероятность равна 0,7. Найти вероятность того, что цель будет поражена, если стрелок произведет один выстрел из наугад выбранной винтовки.


Вероятность того, что выбрана винтовка с оптическим прицелом, обозначим 
[image: image909.wmf]5
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, а вероятность того, что выбрана винтовка без оптического прицела, обозначим 
[image: image910.wmf]5
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. 


Вероятность того, что выбрали винтовку с оптическим прицелом, и при этом цель была поражена 
[image: image911.wmf])
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, где Р(ПЦ/O) – вероятность поражения цели из винтовки с оптическим прицелом.


Аналогично, вероятность того, что выбрали винтовку без оптического прицела, и при этом цель была поражена 
[image: image912.wmf])
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, где Р(ПЦ/БO) – вероятность поражения цели из винтовки без оптического прицела.


Окончательная вероятность поражения цели равна сумме вероятностей Р1 и Р2, т.к. для поражения цели достаточно, чтобы произошло одно из этих несовместных событий.


[image: image913.wmf]85
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Пример.  Трое охотников одновременно выстрелили по медведю, который был убит одной пулей. Определить вероятность того, что медведь был убит первым стрелком, если вероятности попадания для этих стрелков равны соответственно 0,3, 0,4, 0,5.


В этой задаче требуется определить вероятность гипотезы уже после того, как событие уже совершилось. Для определения искомой вероятности надо воспользоваться формулой Бейеса. В нашем случае она имеет вид:


[image: image914.wmf])
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В этой формуле Н1, Н2, Н3 – гипотезы, что медведя убьет первый, второй и третий стрелок соответственно. До произведения выстрелов эти гипотезы равновероятны и их вероятность равна 
[image: image915.wmf]3

1

. 

P(H1/A) – вероятность того, что медведя убил первый стрелок при условии, что выстрелы уже произведены (событие А).


Вероятности того, что медведя убьет первый, второй или третий стрелок, вычисленные до выстрелов, равны соответственно:
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[image: image917.wmf]14
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[image: image918.wmf]21
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Здесь q1 = 0,7; q2 = 0,6; q3 = 0,5 – вероятности промаха для каждого из стрелков, рассчитаны как q = 1 – p, где р – вероятности попадания для каждого из стрелков.


Подставим эти значения в формулу Бейеса:


[image: image919.wmf].
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Пример. Последовательно послано четыре радиосигнала. Вероятности приема каждого из них не зависят от того, приняты ли остальные сигналы, или нет. Вероятности приема сигналов равны соответственно 0,2, 0,3, 0,4, 0,5. Определить вероятность приема трех радиосигналов.

Событие приема трех сигналов из четырех возможно в четырех случаях:
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[image: image921.wmf]018
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[image: image922.wmf]028
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[image: image923.wmf]048
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Для приема трех сигналов необходимо совершение одного из событий А, В, С или D. Таким образом, находим искомую вероятность:


[image: image924.wmf].
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Пример. Двадцать экзаменационных билетов содержат по два вопроса, которые не повторяются. Экзаменующийся знает ответы только на 35 вопросов. Определить вероятность того, что экзамен будет сдан, если для этого достаточно ответить на два вопроса одного билета или на один вопрос одного билета и на указанный дополнительный вопрос из другого билета.


В общей сложности имеется 40 вопросов (по 2 в каждом из 20 билетов). Вероятность того, что выпадает вопрос, на который ответ известен, очевидно, равна 
[image: image925.wmf]40

35

.


Для того, чтобы сдать экзамен, требуется совершение одного из трех событий: 

1) Событие A – ответили на первый вопрос (вероятность 
[image: image926.wmf]40

35

) и ответили на второй вопрос (вероятность 
[image: image927.wmf]39

34

). Т.к. после успешного ответа на первый вопрос остается еще 39 вопросов, на 34 из которых ответы известны.
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2) Событие В – на первый вопрос ответили (вероятность 
[image: image929.wmf]40

35

), на второй – нет (вероятность 
[image: image930.wmf]39

5

), на третий – ответили (вероятность 
[image: image931.wmf]38

34

).
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3) Событие С – на первый вопрос не ответили (вероятность 
[image: image933.wmf]40

5

), на второй – ответили (вероятность 
[image: image934.wmf]39

35

), на третий – ответили (вероятность 
[image: image935.wmf]38

34

).
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Вероятность того, что при заданных условиях экзамен будет сдан равна:


[image: image937.wmf]9636
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Пример. Имеются две партии однородных деталей. Первая партия состоит из 12 деталей, 3 из которых - бракованные. Вторая партия состоит из 15 деталей, 4 из которых – бракованные. Из первой и второй партий извлекают по две детали. Какова вероятность того, что среди них нет бракованных деталей.


Вероятность оказаться не бракованной для первой детали, извлеченной из первой партии, равна 
[image: image938.wmf]12
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, для второй детали, извлеченной из первой партии при условии, что первая деталь была не бракованной - 
[image: image939.wmf]11
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.


Вероятность оказаться не бракованной для первой детали, извлеченной из второй партии, равна 
[image: image940.wmf]15
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, для второй детали, извлеченной из второй партии при условии, что первая деталь была не бракованной - 
[image: image941.wmf]14
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.


Вероятность того, что среди четырех извлеченных деталей нет бракованных, равна:

[image: image942.wmf]2857
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Рассмотрим тот же пример, но несколько с другим условием.

Пример. Имеются две партии однородных деталей. Первая партия состоит из 12 деталей, 3 из которых - бракованные. Вторая партия состоит из 15 деталей, 4 из которых – бракованные. Из первой партии извлекаются наугад 5 деталей, а из второй – 7 деталей. Эти детали образуют новую партию. Какова вероятность достать из них бракованную деталь?

Для того, чтобы выбранная наугад деталь была бы бракованной, необходимо выполнение одного из двух несовместных условий:

1) Выбранная деталь была из первой партии (вероятность - 
[image: image943.wmf]12

5

) и при этом она – бракованная (вероятность - 
[image: image944.wmf]12

3

). Окончательно:


[image: image945.wmf];
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2) Выбранная деталь была из второй партии (вероятность - 
[image: image946.wmf]12

7

) и при этом она – бракованная (вероятность - 
[image: image947.wmf]15

4

). Окончательно:


[image: image948.wmf];
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Окончательно, получаем:
[image: image949.wmf]2597
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Пример. В урне 3 белых и 5 черных шаров. Из урны вынимают наугад два шара. Найти вероятность того, что эти шары не одного цвета.


Событие, состоящее в том, что выбранные шары разного цвета произойдет в одном из двух случаев:


1) Первый шар белый (вероятность - 
[image: image950.wmf]8

3

), а второй – черный (вероятность - 
[image: image951.wmf]7

5

).


2) Первый шар черный (вероятность - 
[image: image952.wmf]8

5

), а второй – белый (вероятность - 
[image: image953.wmf]7

3

).


Окончательно получаем: 
[image: image954.wmf].
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Биноминальное распределение.


Если производится п независимых испытаний, в каждом из которых событие А может появиться с одинаковой вероятностью р в каждом из испытаний, то вероятность того, что событие не появится, равна q = 1 – p. 


Примем число появлений события в каждом из испытаний за некоторую случайную величину Х. 


Чтобы найти закон распределения этой случайной величины, необходимо определить значения этой величины и их вероятности.


Значения найти достаточно просто. Очевидно, что в результате п испытаний событие может не появиться вовсе, появиться один раз, два раза, три и т.д. до п раз.


Вероятность каждого значения этой случайной величины можно найти по формуле Бернулли.
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Эта формула аналитически выражает искомый закон распределения. Этот закон распределения называется биноминальным.


Пример. В партии 10% нестандартных деталей. Наугад отобраны 4 детали. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины Х – числа нестандартных деталей среди четырех отобранных и построить многоугольник полученного распределения.


Вероятность появления нестандартной детали в каждом случае равна 0,1.

Найдем вероятности того, что среди отобранных деталей:

1) Вообще нет нестандартных. 


[image: image956.wmf]6561
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2) Одна нестандартная.
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3) Две нестандартные детали.


[image: image958.wmf]0486
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4) Три нестандартные детали.


[image: image959.wmf]0036
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5) Четыре нестандартных детали.


[image: image960.wmf]0001
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Построим многоугольник распределения.


Пример. Две игральные кости одновременно бросают 2 раза. Написать биноминальный закон распределения дискретной случайной величины Х – числа выпадений четного числа очков на двух игральных костях.


Каждая игральная кость имеет три варианта четных очков – 2, 4 и 6 из шести возможных, таким образом, вероятность выпадения четного числа очков на одной кости равна 0,5.


Вероятность одновременного выпадения четных очков на двух костях равна 0,25.


Вероятность того, что при двух испытаниях оба раза выпали четные очки на обеих костях, равна:


[image: image961.wmf]0625
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Вероятность того, что при двух испытаниях один раз выпали четные очки на обеих костях:


[image: image962.wmf]375
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Вероятность того, что при двух испытаниях ни одного раза не выпаде четного числа очков на обеих костях:


[image: image963.wmf]5625
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Распределение Пуассона.

(Симеон Дени Пуассон (1781 – 1840) – французский математик)


Пусть производится п независимых испытаний, в которых появление события А имеет вероятность р. Если число испытаний п достаточно велико, а вероятность появления события А в каждом испытании мало (p(0,1), то для нахождения вероятности появления события А k раз находится следующим образом.


Сделаем важное допущение – произведение пр сохраняет постоянное значение:                              
[image: image964.wmf]l
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Практически это допущение означает, что среднее число появления события в различных сериях испытаний (при разном п) остается неизменным.


По формуле Бернулли получаем:
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Найдем предел этой вероятности при п((.
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Получаем формулу распределения Пуассона:
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Если известны числа ( и k, то значения вероятности можно найти по соответствующим таблицам распределения Пуассона.

Числовые характеристики дискретных случайных величин.


Закон распределения полностью характеризует случайную величину. Однако, когда невозможно найти закон распределения, или этого не требуется, можно ограничиться нахождением значений, называемых числовыми характеристиками случайной величины. Эти величины определяют некоторое среднее значение, вокруг которого группируются значения случайной величины, и степень их разбросанности вокруг этого среднего значения.


Определение. Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется сумма произведений всех возможных значений случайной величины на их вероятности.
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Математическое ожидание существует, если ряд, стоящий в правой части равенства, сходится абсолютно. 


С точки зрения вероятности можно сказать, что математическое ожидание приближенно равно среднему арифметическому наблюдаемых значений случайной величины.

Свойства математического ожидания.

1) Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной.
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2) Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания.
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3) Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий.
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Это свойство справедливо для произвольного числа случайных величин.

4) Математическое ожидание суммы двух случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых.
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Это свойство также справедливо для произвольного числа случайных величин.


Пусть производится п независимых испытаний, вероятность появления события А в которых равна р.


Теорема. Математическое ожидание М(Х) числа появления события А в п независимых испытаниях равно произведению числа испытаний на вероятность появления события в каждом испытании.
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Однако, математическое ожидание не может полностью характеризовать случайный процесс. Кроме математического ожидания надо ввести величину, которая характеризует отклонение значений случайной величины от математического ожидания.

ОСНОВНЫЕ ВОПРОСЫ К ЗАЧЕТУ

Тема. Математический анализ

1. Функция, способы ее задания. Свойства функции: четность, нечетность, периодичность, ограниченность, монотонность. Основные элементарные функции, их свойства и графики.

2. Предел функции. Теоремы о пределах. Первый и второй замечательные пределы. Бесконечно малые и бесконечно большие функции, их свойства и взаимная связь.

3. Непрерывность функции в точке и на промежутке. Свойства функций, непрерывных на отрезке. Точки разрыва, их классификация.

Тема. Дифференциальное исчисление

4. Производная функции, ее геометрический, механический и экономический смысл. Связь непрерывности и дифференцируемости функции.

5. Правила дифференцирования суммы, разности, произведения,  частного и суперпозиции функций. Формулы дифференцирования  основных элементарных функций.

6. Дифференциал функции, его геометрический смысл.

7. Основные теоремы дифференциального исчисления: Ферма, Ролля, Лагранжа. Правило Лопиталя.

8. Производные высших порядков.

9. Признаки возрастания и убывания функции. Локальный экстремум функции. Необходимые и достаточные условия экстремума. Правило исследования функции на монотонность и экстремум.

10. Признаки выпуклости и вогнутости функции. Точки перегиба.  Достаточное условие существования точек перегиба. Правило исследования функции на выпуклость, вогнутость, перегиб.

11. Асимптоты функции, их виды и способы нахождения.

12. Общая схема исследования функций,  построение их графиков.

Тема. Интегральное исчисление

19. Первообразная функция. Неопределенный интеграл и его свойства.

20. Таблица основных интегралов.

21. Методы интегрирования: непосредственное интегрирование, интегрирование подстановкой, интегрирование по частям. 

22. Интегрирование рациональных дробей.

23. Интегрирование некоторых иррациональных и тригонометрических  функций.

24. Определенный интеграл, его геометрический смысл. Свойства определенного интеграла. Формула Ньютона-Лейбница.

25. Замена переменной и интегрирование по частям в определенном интеграле.

26. Приложения определенного интеграла к вычислению площадей плоских фигур и экономические приложения.

Тема. Дифференциальные уравнения

27. Обыкновенные дифференциальные уравнения, их общее и частные решения. Задача Коши.

28. Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными.

29. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка, их решение.

30. Понятие о дифференциальных уравнениях второго порядка.

Тема. Основы дискретной математики, теории вероятности и математической статистики
31. Множества и отношения. Операции над множествами.
32. Графы. Основные понятия теории графов.
33. Понятие события и вероятности события. Достоверные и невозможные события. Классическое определение вероятности.
34. Случайная величина, её функция распределения. Закон распределения случайной величины.
35. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины.
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