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Теория вероятностей, математическая                                                              Качевский Д. Н
статистика и случайные процессы

             

 СЛУЧАЙНЫЕ  СОБЫТИЯ
              

  Алгебра случайных событий

Определение случайного события. Случайное событие 
[image: image1.wmf]A

 – это такое событие, которое может произойти, а может и не произойти в результате испытания.

Определение противоположного случайного события. Противоположное случайное событие 
[image: image2.wmf]A

 – это такое событие, которое заключается в том, что в результате испытания событие 
[image: image3.wmf]A

 не происходит. 

Определение невозможного случайного события. Невозможное случайное событие  – это такое событие, которое  не может произойти в результате испытания.

Определение достоверного случайного события. Достоверное случайное событие 
[image: image4.wmf]E

 – это такое событие, которое обязательно происходит в результате испытания.

Определение произведения случайных событий. Случайное событие
[image: image5.wmf]B
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, равное произведению двух случайных событий 
[image: image6.wmf]A

 и  
[image: image7.wmf]B

  - есть такое событие, которое заключается в том, что в результате испытания  происходит  и  событие 
[image: image8.wmf]A

,  и  событие 
[image: image9.wmf]B

. 
Определение суммы случайных событий. Случайное событие 
[image: image10.wmf]B
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, равное сумме двух случайных событий 
[image: image11.wmf]A

 и  
[image: image12.wmf]B

  - есть такое событие, которое заключается в том, что происходит:
либо только событие  
[image: image13.wmf]A

,

либо только событие  
[image: image14.wmf]B

,

либо одновременно и  событие 
[image: image15.wmf]A

, и  событие 
[image: image16.wmf]B

 

в результате некоторого испытания  
Свойства случайных событий
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf].
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Задача 0. Придумать оригинальную задачу с заданными случайными событиями, с помощью которых определить все неизвестные случайные события.

Примеры решения задача 0.

Пример 01. С самолета сбрасываются на наземную цель две бомбы. Цель считается разрушенной, если в нее попала хотя бы одна бомба. Для заданных случайных событий: 
[image: image31.wmf]1

A

- первая бомба попала в цель, 
[image: image32.wmf]2

A

- вторая бомба попала в цель, найти случайные события 
[image: image33.wmf]-

R

цель разрушена и 
[image: image34.wmf]-

R

цель не разрушена.

Решение примера 01.  По условию задачи и  с учетом определения суммы случайных событий имеем равенство 
[image: image35.wmf].
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  Для определения 
[image: image36.wmf]R

 воспользуемся свойством 7°: 
[image: image37.wmf].

2

1

2

1

A

A

A

A

R

=

+

=


Пример 02. Футболист трижды бьет по воротам. Для заданных случайных событий: 
[image: image38.wmf]1

A

-первый мяч попал в ворота, 
[image: image39.wmf]2

A

- второй первый мяч попал в ворота, 
[image: image40.wmf]3

A

- третий первый мяч попал в ворота, найти случайные события 
[image: image41.wmf]-
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ни один мяч в ворота не попал, и 
[image: image42.wmf]-
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в ворота попали только два мяча, 
[image: image43.wmf]-
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в ворота попали только первый и третий мячи.

Решение примера 02. 
[image: image44.wmf]3
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 поскольку имеются три промаха. 
[image: image45.wmf]+
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]3
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, поскольку при двух попаданиях возможны три несовместных события :  только первый мяч прошел мимо ворот, только второй  мяч прошел мимо ворот и только третий  мяч прошел мимо ворот.
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]3
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, случай соответствует только одной возможности – промаху только второго мяча.

Пример 03. Два игрока  Антон и Борис подбрасывают игральную кость (шестигранный куб со значениями граней от 1 до 6). Для заданных случайных событий 
[image: image50.wmf]-
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Антон получает 
[image: image51.wmf]i

 очков, 
[image: image52.wmf]-
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B

Борис получает 
[image: image53.wmf]i

 очков, 
[image: image54.wmf]6
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,  найти случайное событие 
[image: image55.wmf]-
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сумма полученных очков равна пяти.

Решение примера 03. С учетом имеющихся четырех вариантов получения суммы очков, равной пяти имеем искомое равенство 
[image: image56.wmf]+
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               Вероятность  случайных событий
 Определение вероятности 
[image: image60.wmf]P

 случайного события 
[image: image61.wmf]A
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 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf](
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где    
[image: image66.wmf]-
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общее число всех равновозможных исходов испытания,

         
[image: image67.wmf]-
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 благоприятное для события 
[image: image68.wmf]A

 число равновозможных исходов испытания.

Задача 1. В урне находятся  N    шаров одинакового размера, причем m  шаров белого цвета, остальные  красные. Наудачу вытягивается   n шаров. Найти вероятность, что среди вытянутых шаров будет  k  белых.

	№  варианта 
	        N
	      n
	       m
	        k

	         1
	        10
	      7
	       6
	        5


Пример решения задачи 1.  В корзине  три яблока и две груши. Найти вероятность, что из трех, вытянутых наудачу плодов, вытянутых яблок будет только два.

Решение: Поскольку из пяти плодов вытягивается три плода, то этими плодами будут: два яблока и одна груша. Следовательно, вероятностью этого события будет величина
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 EMBED Equation.3 [image: image70.wmf]=

×

×

!

5

!

2

!

3

!

1

!

1

!

2

!

1

!

2

!

3



 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

1

2

3

4

5

1

2

1

2

3

1

1

1

2

1

1

2

1

2

3


[image: image72.wmf]6
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Здесь использовалось определение числа сочетаний из  n  по  k:
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Задача 2. В урну предыдущей задачи добавили еще 7 синих шаров.  Найти вероятность, что среди вытянутых  12  шаров, будут  3  белых,  4  красных и  5  синих шаров.

Пример решения задачи 2. В корзину предыдущего примера добавили еще 5 лимонов. Найти вероятность, что из семи, вытянутых наудачу плодов будут вытянуты: две груши, одно яблоко и четыре лимона.

Решение: Поскольку из десяти плодов вытягивается семь плодов, то общим числом исходов испытания будет 
[image: image74.wmf]7
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. Благоприятным для искомого события числом испытаний будет произведение 
[image: image75.wmf]4

5

1

3

2

2

С

С

С

, поскольку  из двух груш вытягиваются две, из трех яблок вытягивается одно, а из пяти лимонов вытягиваться должно четыре. Таким образом, искомая вероятность интересующего нас события может быть найдена из определения вероятности как
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поскольку  
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Задача 3. Найти вероятность  максимального выигрыша в спортлото N  из 36, называя N номеров.  ( Из 36 видов спорта нужно угадать все N выигрышных). 



      
Здесь и в дальнейшем N-номер варианта
           Если номер варианта больше 10 (больше 20 и т.д.), то номер задачи соответствует номеру варианта минус 10 (или минус 20 для больших номеров и т.д.).




Пример решения задачи 3. Найти вероятность максимального выигрыша в детском спортлото «тли из четылех».

Решение: Для максимального выигрыша ребенок должен угадать три правильных цифры из четырех возможных. Общее число всех возможностей выбрать три цифры из четырех, очевидно, есть число сочетаний из четырех  по три 
[image: image79.wmf]3
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.  А благоприятных искомому событию возможных сочетаний правильных цифр только одно (это выбор самих правильных цифр), то в соответствии с определением вероятности случайного события, окончательно получаем
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Задача 4. Найти вероятность минимального выигрыша в спортлото N (N>3, если N
[image: image81.wmf]£

 3, то заменить N
[image: image82.wmf]a

N+3 ) из 36, называя N номеров,  т.е. угадать только три выигрышных вида спорта (если N>3, если же N
[image: image83.wmf]£

 3, то угадать только 2 выигрышных вида спорта).

Пример решения задачи 4. Найти вероятность минимального выигрыша в детском спортлото «тли из четылех», т.е. угадать только две правильные цифры.

Решение: Для минимального выигрыша ребенок должен угадать только две правильных цифры из четырех возможных, выбирая три цифры. Общее число всех возможностей выбрать три цифры из четырех по-прежнему остается число сочетаний из четырех  по три 
[image: image84.wmf]3
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С

.  А благоприятных искомому событию возможных сочетаний правильных цифр  будет выбор двух правильных цифр из общего числа трех правильных (выигрышных) цифр и одной неправильной цифры из одной же неправильной, то в соответствии с определением вероятности случайного события, окончательно получаем
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Задача 5. Найти вероятность, вытягивая 4 карты из колоды 36 карт, вытянуть два валета, даму и короля. Ту же вероятность найти, вытягивая те же 4 карты из  N  колод.

Пример решения задачи 5. Найти вероятность, вытягивая 3 карты из колоды 52 карт, вытянуть тройку, семерку и туза. Ту же вероятность найти, вытягивая те же 3 карты из  5  колод.

Решение: Аналогично предыдущему примеру, вытянуть три карты из 52-х можно 
[image: image86.wmf]3

52

C

 числом способов (общее число всех равновозможных исходов испытания 
[image: image87.wmf]n

).  Благоприятные исходы испытания заключаются в вытягивании одной тройки из четырех (по количеству мастей), одной семерки их четырех и одного туза из четырех. Таким образом, в соответствии с определением вероятности случайного события, окончательно имеем
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В случае пяти колод аналогично получаем

                                      
[image: image90.wmf].
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Вероятность суммы случайных событий





[image: image92.wmf]).
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В частности, если события 
[image: image93.wmf]A

 и  
[image: image94.wmf]B

  несовместны, 
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Вероятность произведения случайных событий
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где 
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 условная вероятность события 
[image: image99.wmf]A

 при условии, что событие 
[image: image100.wmf]B

 имело место.

В частности, если события 
[image: image101.wmf]A

 и  
[image: image102.wmf]B

  независимы, 
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 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf]).
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Задача 6. Вероятности срыва плана  тремя предприятиями соответственно равны N/(N+30);   (N+2)/(N+30);   (N+3)/(N+30). Найти вероятность, что 

а) ни одно предприятие не сорвало план;

б) первое сорвало, второе нет;

в) первое сорвало, второе  нет, третье сорвало;

г) второе и третье сорвали план.

Пример решения задачи 6. Вероятности срыва плана  тремя предприятиями соответственно равны 0,1;  0,2;   0,3. Найти вероятность, что 

а) ни одно предприятие не сорвало план;

б) первое сорвало, второе нет;

в) первое сорвало, второе  нет, третье сорвало;

г) второе и третье сорвали план.

Решение: Введем элементарные случайные события:
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предприятие №1 план выполнило;



[image: image106.wmf]-

B

предприятие №2 план выполнило;



[image: image107.wmf]-

C

предприятие №3 план выполнило.

Соответствующие им противоположные элементарные события:
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предприятие №1 план не выполнило;



[image: image109.wmf]-

B

предприятие №2 план не выполнило;



[image: image110.wmf]-

C

предприятие №3 план не выполнило.

Тогда интересующими нас событиями для рассматриваемых случаев а),б),в),г) 

Будут случайные события
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  ни одно предприятие не сорвало план;

           
[image: image112.wmf]-

V

  первое сорвало, второе нет;

           
[image: image113.wmf]-

W

 первое сорвало, второе  нет, третье сорвало;
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Z

  второе и третье сорвали план.

Выразим их через элементарные события
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Учитывая формулу вероятности произведения независимых случайных событий ( наши элементарные события, очевидно, независимы)
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находим соответствующие вероятности:
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Здесь учтено, что  
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Задача 7. Надежность работы (вероятность безотказной работы) всех четырех узлов станка соответственно равны: 0,9; 0,8; 0,7; 0,6.

Найти надежность работы станка. Найти вероятность, что при испытании N + 5 станков  безотказную работу показали только N+2 станка.

Пример решения задачи 7. Надежность работы (вероятность безотказной работы) всех трех узлов устройства соответственно равны: 0,1; 0,2; 0,3.

1) Найти надежность работы устройства. 2) Найти вероятность, что при испытании 5 устройств  безотказную работу показали только 3.

Решение: Введем случайные события:
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устройство работает надежно; 
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 EMBED Equation.3  [image: image125.wmf]i

-й станок работает надежно. Тогда имеем равенство
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В соответствии с условием задачи, здесь предполагается, что узлы устройства работают независимо. Таким образом, вероятность безотказной работы всех трех узлов устройства (его надежность) представляется как произведения вероятностей безотказной работы всех устройств:
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При испытании пяти одинаковых устройств  
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 безотказной работы только трех станков 
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Таким образом, находим:
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Задача 8. В результате социологических исследований получены следующие результаты: вероятность, что молодой специалист (неженатый или незамужняя), получивший высшее образование, два и более раз поменяет свое место работы в течение  первого года после окончания вуза равно 0,1; вероятность, что поменяет один раз место работы – 0,3; вероятность, что не поменяет своего места работы – 0,6. Вероятность, что в течение первого года работы создаст семью – 0,7. Каков приблизительно количество молодых специалистов  из 50N участников исследования в течение первого года работы  (не)поменяют своего места работы и (не)создадут семьи. Заполнить таблицу.

  
Из числа 50N = ……..    молодых специалистов

	Не поменяют своего места работы - …….
	Создадут семью -…..

	
	Не создадут семью - …..

	Один раз поменяют свое место  работы - …….
	Создадут семью - …..

	
	Не создадут семью - …..

	Два и более раз поменяют свое место работы - …….
	Создадут семью - …..

	
	Не создадут семью -…..


Пример решения задачи 8. В результате социологических исследований получены следующие результаты: вероятность, что молодой специалист (неженатый или незамужняя), получивший высшее образование, два  раза поменяет свое место работы в течение  первого года после окончания вуза равно 0,2; вероятность, что поменяет один раз место работы – 0,4; вероятность, что не поменяет своего места работы – 0,3. Вероятность, что в течение первого года работы создаст семью – 0,6. Каково, приблизительно, количество молодых специалистов  из 1000 участников исследования в течение первого года работы  (не) поменяют своего места работы и (не) создадут семьи. Заполнить таблицу.

Решение: По смыслу вероятности случайного события, поменяют свое место работы 0,3 1000=300 человек;

Один раз поменяют свое место работы 0,4 1000=400 человек;

Два и более раз поменяют свое место работы  1000-300-400=300 человек.
Составим таблицу:
  

       Из 1000   молодых специалистов

	Не поменяют своего места работы - 300
	Создадут семью:  0,6 300=180

	
	Не создадут семью – 300-180=120

	Один раз поменяют свое место  работы - 400
	Создадут семью – 0.6 400=240

	
	Не создадут семью – 400-240=160

	Два и более раз поменяют свое место работы - 300
	Создадут семью – 0,6 300=180

	
	Не создадут семью : 300-180=120


Задача 9*. В результате статистических исследований  в некотором городе X при опросе 50N  молодых  людей в возрасте от 20 до 25 лет выяснилось, что 70% человек  являются студентами, из них 75% -это студенты вузов. 80% молодых людей, не являющихся студентами, тем не менее, обучаются в различных учебных заведениях.

Найти вероятность, что из выбранных на удачу двух молодых людей

а) первый окажется студентом, второй студентом вуза;

б) первый где-то учится, второй – студент не вуза;

в) один  учится, другой не является студентом.

Пример решения задачи 9*. В результате статистических исследований  в некотором городе X при опросе 1000  молодых  людей в возрасте от 16 до 24 лет выяснилось, что 80% человек  являются студентами, из них 70% -это студенты вузов. 90% молодых людей, не являющихся студентами, тем не менее, обучаются в различных учебных заведениях.

Найти вероятность, что из выбранных на удачу двух молодых людей

а) первый окажется студентом, второй студентом вуза;

б) первый где-то учится, второй – студент не вуза;

в) один  учится, другой не является студентом.

Решение: Введем интересующие нас полную группу  случайных событий (события, являются несовместными):

[image: image134.wmf]-
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выбранный наудачу молодой человек является студентом вуза;



[image: image135.wmf]-

B

 выбранный наудачу молодой человек является студентом не вуза;


[image: image136.wmf]-

C

 выбранный наудачу молодой человек учится, но не студент;



[image: image137.wmf]-

D

 выбранный наудачу молодой человек нигде не учится;
Соответствующие им противоположные события:
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выбранный наудачу молодой человек не является студентом вуза;



[image: image139.wmf]-

B

 выбранный молодой человек не является студентом не вуза;


[image: image140.wmf]-

D

 выбранный молодой человек где-то учится;
Тогда интересующими нас событиями для рассматриваемых случаев а),б),в) 

будут случайные события
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 первый окажется студентом, второй студентом вуза;  
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 первый где-то учится, второй – студент не вуза; 

           
[image: image143.wmf]-

W

 один  учится, другой не является студентом,
которые можно представить в виде
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Дополнительные индексы, соответствуют номеру выбранного студента (первому или второму), кроме того, здесь мы различаем такие понятия, как «первый» и «один», «второй» и «другой» (см. условие примера).  Выражение в круглых скобках представляет собой случайное событие – выбранный наудачу молодой человек,  является студентом (в соответствии с определением суммы случайных событий). 

Считая результаты выбора первого и  второго студента независимыми, и учитывая несовместность событий из полной группы событий, заданные в условии примера вероятности можно представить как
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Здесь были использованы формула вероятности произведения независимых случайных событий  
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и формула суммы случайных событий





[image: image147.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

AB

P

B

P

A

P

B

A

P

-

+

=

+

,

причем последняя формула, в случае несовместных событий, представлялась в упрощенном виде
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Таким образом, искомые вероятности случайных событий окончательно могут быть вычислены: 
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Задача 10. Имеются две одинаковые урны Задачи 1. Из каждой урны вытягивается по одному шару. Найти вероятность, что вытянутые шары

а) одного цвета; б) разного цвета.

Пример решения задачи 10. Имеются две одинаковые корзины с фруктами Примера решения задачи 1. Из каждой корзины вытягивается по одному плоду. Найти вероятность, что вытянутые плоды

а) одного вида; б) разного вида.

Решение: Введем полную группу случайных событий (события несовместны):
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R

из первой корзины вытянуто яблоко;


[image: image151.wmf]-

G

1

из первой корзины вытянута груша;
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R

из второй корзины вытянуто яблоко;
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2

из второй корзины вытянута груша,

тогда искомые случайные события 
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вытянутые плоды одного вида; 
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вытянутые плоды разного вида

 могут быть представлены  в виде суммы несовместных событий
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учитывая также, что результаты вытягивания плодов из разных корзин не зависят друг от друга, каждое из произведений составлено из несовместных событий, искомые вероятности можно представить в виде
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Отметим, что сумма вероятностей равна единице, как и должно быть, с учетом того, что искомые случайные события образуют полную группу.
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